ANALIZA ALGORITMILOR

Acest capitol va va familiariza cu conceptia de baza folosite in aceasta carte, referitor la proiectarea
si analiza algoritmilor.

Incepem cu o discutie asupra problemelor generale ale calculabilitatii si ale algoritmilor necesari
pentru rezolvarea acestora, cu problema sortarii, ca exemplu introductiv. Pentru a ardta cum vom specifica
algoritmii prezentati, vom introduce un “pseudocod”, care ar trebui sa fie familiar cititorilor obisnuifi cu
programarea. Sortarea prin insertie, un algoritm simplu de sortare, va servi ca exemplu initial. Vom analiza
timpul de executie pentru sortarea prin insertie, introducand o notatie care sa descrie modul in care creste acest
timp odata cu numarul obiectelor aflate in operatia de sortare. De asemenea vom introduce in proiectarea
algoritmilor metoda divide si stapdneste, pe care o vom utiliza pentru dezvoltarea unui algoritm numit sortare
prin interclasare. Vom incheia cu o comparatie intre cei doi algoritmi de sortare.

1. Algoritmi

Fara a fi foarte exacti, spunem ca un algoritm este o procedura de calcul bine definita care primeste
o valoare sau o multime de valori ca date de intrare si produce o anumita valoare sau o multime de valori ca
date de iegire. Astfel ,un algoritm este un sir de pasi care transforma datele de intrare 1n date de iesire.

Putem de asemenea sa privim un algoritm ca pe un instrument de rezolvare a problemelor de calcul
bine definite. Enuntul problemei specifica, in termeni generali, relatia dorita intrare/iesire. Algoritmul descrie
o anumitd procedurd de calcul pentru a se ajunge la aceasta legatura intrare /iesire.

Vom incepe studiul algoritmilor cu problema sortarii unui sir de numere in ordine nedescrescatoare.
Aceasta problema apare frecvent in practica si furnizeaza o baza foarte utila pentru introducerea multor metode
standard pentru proiectarea si analiza algoritmilor. Iatd cum vom defini formal problema sortdirii:

Date de intrare: Un sir de n numere <az,ay,...,an.

Date de iesire: O permutare (reordonare) a sirului initial,« a1,a2,...,an » astfel incat a1 <a; <...<an.

Fiind dat un sir de intrare ca ,de exemplu«26,31,41,41,58,59>. Un sir de intrare ca cel de mai sus se
numeste o instantd a problemei de sortare. In general o instantd a unei probleme se va intelege multimea
tuturor datelor de intrare(care satisfac restrictiile impuse in definirea problemei)necesare pentru a determina o
solutie a problemei.

Sortarea este o solutie fundamentala in informaticd (multe programe o folosesc ca pas intermediar)
si, ca urmare, a fost dezvoltat un numar mare de algoritmi de sortare. Care algoritm este cel mai bun pentru o
aplicatie data depinde de obiecte care trebuie sortate, de gradul in care aceste obiecte sunt deja sortate intr-un
anumit fel si de tipul de mediu electronic care urmeaza sa fie folosit: memorie principala, discuri sau benzi
magnetice.

Un algoritm este corect daca ,pentru orice instanta a sa, se termina furnizand iesirea corecta. Vom
spune ca un algoritm corect rezolva problema de calcul data. Un algoritm incorect s-ar putea sd nu se termine
deloc in cazul unor anumite instante de intrare, sau s-ar putea termina producand un alt raspuns decét cel dorit.
Contrar a ceea ce s-ar putea crede, algoritmii incorecti pot fi uneori utili daca rata lor de eroare poate fi
controlata.

Concret un algoritm poate fi specificat printr-un program pentru calculator sau chiar un echipament
hardware. Singura conditie este aceea ca specificatiile sa produca o descriere precisa a procedurii de calcul
care urmeaza a fi parcursa.

La acest curs vom descrie algoritmii sub forma unor programe scrise intr-un pseudocod care seamana
foarte mult cu limbajele C, Pascal sau Algol. Daca sunteti cat de cat familiarizati cu oricare din acestea, nu veti
avea probleme in a citi algoritmii nostri. Ceea ce diferentiaza codul real de pseudocod este faptul ca vom folosi
metoda cea mai clard i mai concisa pentru a descrie un algoritm dat. O alta diferenta dintre pseudocod si codul
real este acea ca pseudocodul nu se ocupa de detalii de utilizare. Problemele abstractizarii datelor sau a tratarii
erorilor sunt deseori ignorate, pentru a transmite cat mai concis esenta algoritmului.

1.1 Sortarea prin insertie
Incepem cu sortarea prin insertie, care este un algoritm eficient pentru sortarea unui numar mic de
obiecte. Sortarea prin insertie functioneaza in acelasi fel in care multi oameni sorteaza un pachet de carti de
joc obisnuite. Se incepe cu pachetul asezat pe masa cu fata in jos si cu mana stanga goald. Apoi ludm céte o



carte de pe masa 11 o inseram in pozifia corectd Tn mana stanga. Pentru a gasi pozitia corectd pentru o carte
data, o comparam cu fiecare dintre cartile aflate deja in mana stanga, de la dreapta la stanga.

Pseudocodul pentru sortarea prin insertie este prezentat ca o procedura numita Sorteaza Prin -
Insertie ,care are ca parametru un vector A[1..n] continand un sir de lungime n, care urmeaza a fi sortat. (Pe
parcursul codului, numarul de elemente ale lui A va fi notat cu lungime[A].) Numerele de intrare sunt sortate
pe loc, in cadrul aceluiasi vector A; cel mult un numar constant dintre acestea sunt memorate in zone de
memorie suplimentard. Cand Sorteaza Prin - Insertie se termind, vectorul initial A va confine elementele
sirului de iesire sortat.

Sorteaza Prin - Insertie(A4)

1: pentru j<2, lungime[A] executa

2: cheie « A[j]

3:>Insereaza A[j] in sirul sortat A[1..J-1]
4:1—j-1

5: cat timp i>0 si cheie < A[i] executa
6: A[i+1] <AJi]

7 i—i-1

8: A[i+1] < cheie
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Figura 1.2.Modul de operare a procedurii Sorteaza Prin - Insertie ,
asupra vectorului A =«<5,2,4,6,1,3>. Pozitia indicelui j este indicata printr-un cerc.

Figura 1.2 ilustreaza modul de functionare a acestui algoritm pentru A =<5, 2, 4, 6, 1, 3. Indicele ]
corespunde cartii care urmeaza a fi inseratd in mana stanga. Elementele A[1..J-1] corespund multimii de carti
din mana, deja sortate, iar elementele A[i+1..n] corespund pachetului de carti aflate pe masa. Indicele se
deplaseaza de la stinga spre dreapta in interiorul vectorului. La fiecare iteratie. elementul A[j] este ales din
vector (linia 2). Apoi, plecand de la pozitia j-1, elementele sunt, succesiv deplasate o pozitie spre dreapta pana
cand este gasita pozitia corecta pentru A[j] (liniile 4-7),moment in care acesta este inserat (linia 8).

Conventii pentru pseudopod

La scrierea pseudocodului vom folosi urmatoarele conventii:

1. Indentarea (spatiu liber) indica o structurd de bloc. De exemplu, corpul ciclului pentru (for),
care incepe in linia 1, consta din liniile 2-8, iar corpul ciclului cat timp, care incepe in linia 5,
constd din liniile 6-7, dar nu si linia 8. Stilul nostru de indentare se aplica si structurilor de tipul
dacia — atunci - altfel. Folosirea indentarii in locul unor indicatori de bloc de tipul begin si end,
reduce cu mult riscul de confuzie, imbunatatind claritatea prezentarii.

2. Ciclurile de tipul cat timp, pentru, repeta si constructiile conditionale daci, atunci si altfel
au aceiasi interpretare ca si structurile similare din Pascal.

3. Simbolul > indica faptul ca restul liniei este un comentariu.

4. O atribuire multipla de forma i < j < e Inseamna atribuirea valorii expresiei € ambelor variabile
I 5i J; aceasta ar trebui tratata ca un echivalent al atribuirii i < €, urmata de atribuirea i < j .



5. Variabilele (de exemplu i, j, cheie) sunt locale pentru o procedura data. Nu vom utiliza variabile
globale fara a preciza acest tip de lucru in mod explicit.

6. Elementele unui vector sunt accesate specificand numele vectorului urmat de indice in paranteze
drepte. De exemplu A[i] indica elementul de rang i al vectorului A. Notatia “..” este folosita
pentru a indica un domeniu de valori in cadrul unui vector. Astfel A[1..j] indica un subvector al
lui A constand din elementele A[1], A[2] .. A[j].

7. Datele compuse sunt, in mod uzual, organizate in obiecte care contin atribute sau campuri. Un
anumit camp este accesat folosind numele campului urmat de numele obiectului sdu in
paranteze drepte. De exemplu, tratdm un vector ca pe un obiect cu atributul lungime indicand
numarul de elemente ale acestuia. Pentru a specifica numarul de elemente ale unui vector A, se
va scrie lungime[A]. Desi vom folosi paranteze drepte atat pentru indexarea elementelor unui
vector, cat si pentru atributele obiectelor, va fi clar din context care este interpretarea corecta.
O variabila reprezentand un vector sau un obiect este tratatd ca un pointer spre datele care
reprezinta vectorul sau obiectul. Pentru toate campurile f ale unui obiect x atribuireay < x, are
ca efect fly]=f[x]. Mai mult daca acum avem f[x]«3 ,atunci nu numai f[y]=3,dar si f[x]=3. Cu
alte cuvinte, x si y indica spre acelasi obiect dupa atribuirea y «— X. Uneori un pointer nu se va
referi nici la un obiect. In acest caz special pointerul va primi valoarea NIL.

8. Parametrii sunt transmisi unei proceduri prin valoare: procedura apelatd primeste propria sa
copie a parametrilor si daca atribuie o valoare unui parametru, schimbarea nu este vazuta de
procedura apelanta. Cand obiectele sunt transmise procedurii, este copiat doar pointerul spre
datele reprezentand obiectul, nu si campurile acestuia. De exemplu daca x este un parametru al
unei proceduri apelate, atribuirea y < X in cadrul procedurii apelate nu este vizibila din
procedura apelanta. Atribuirea f[x]«—3 este, totusi, vizibila.

2. Analiza algoritmilor

Analiza unui algoritm a ajuns sa insemne prevederea resurselor pe care algoritmul le solicita. Uneori,
resurse ca memoria, latimea benzii de comunicatie, porti logice sunt prima preocupare, dar de cele mai multe
ori, vrem si misuram timpul de executie necesar algoritmului. In general, analizand mai multi algoritmi pentru
o anumita problema, cel mai eficient poate fi identificat ugor. O astfel de analizd poate indica mai multi
candidati viabili, dar cativa algoritmi inferiori sunt, de obicei, eliminati in timpul analizei.

Inainte de a analiza un algoritm, trebuie si avem un model al tehnologiilor de implementare care
urmeazi si fie folosita, incluzind un model pentru resursele acesteia si costurile corespunzitoare. in cea mai
mare partea a acestei car{i vom presupune ca tehnologia de implementare este un model de calcul generic cu
un procesor, masina cu acces aleator (RAM) s1 vom presupune ca algoritmii vor fi implementati ca programe
pentru calculator. in modelul RAM, instructiunile sunt executate una dupa alta, fira operatii concurente.

Analiza, chiar si a unui singur algoritm, poate fi, uneori, o incercare dificilda. Matematica necesara
poate sa includd combinatoricd, teoria probabilitatilor, dexteritate algebrica si abilitatea de a identifica cei mai
importanti termeni Intr-o expresie. Deoarece comportarea unui algoritm poate fi diferita in functie de datele de
intrare, avem nevoie de un mijloc de exprimare a acestei comportari in formule simple, usor intelese. Desi
pentru a analiza un algoritm, selectdm nu numai un anumit tip de model de masina de calcul, raman mai multe
mijloc de exprimare care sa fie simplu de scris si de manevrat, care sd arate principalele resurse necesare unui
algoritm si sa suprime detaliile inutile.

2.1. Analiza sortarii prin insertie.

Timpul de executie necesar procedurii Sorteaza — Prin - Insertie depinde de intrare: sortarea a o
mie de numere ia mai mult timp ca sortarea a trei numere. Mai mult decat atat, Sorteaza — Prin - Insertie
poate sa consume timpi diferiti pentru a sorta doua siruri de numere de aceeasi dimensiune, in functie de masura
in care acestea contin numere aproape sortate. In general, timpul necesar unui algoritm creste odati cu
dimensiunea datelor de intrare, astfel incat este traditional s@ se descrie timpul de executie al unui program in



functie de dimensiunile datelor de intrare. In cest scop, trebuie sa definim cu mai multi precizie termenii de
“timp de executie” si “dimensiunea datelor de intrare”

Definitia dimensiunea datelor de intrare depinde de problema studiata. Pentru multe probleme,
cum ar fi sortarea sau calculul unei transformate Fourier discrete, cea mai naturala masura este numarul de
obiecte din datele de intrare-de exemplu, pentru sortare, un vector de dimensiune n. Pentru multe alte
probleme, ca inmultirea a doi intregi, cea mai buna masura pentru dimensiunea datelor de intrare este numdarul
total de biti necesari pentru reprezentarea datelor de intrare in notatie binara. Uneori este mai potrivit sa
exprimam dimensiunea datelor de intrare prin doua numere in loc de unul. De exemplu, daca datele de intrare
ale unui algoritm sunt reprezentate de un graf, datelor de intrare poate fi descrisa prin numarul de varfuri si
muchii ale grafului. Pentru fiecare problema pe care o vom studia, vom indica masura utilizatd pentru
dimensiunea datelor de intrare.

Timp de executie a unui algoritm pentru un set de date de intrare este determinat de operatii primitive
sau “pasi” executati. Este util sa definim notiunea de “pasi”, astfel incat sa fie cat mai independent de
calculator. Pentru moment, sa adoptam urmatorul punct de vedere. Pentru executia unei linii din pseudocod
este necesara o durata constanta de timp. O anumita linie poate avea nevoie de un timp de executie decat o alta,
dar vom presupune ca fiecare executie a liniei i consuma timpul Ci, unde c; este o constanta. Acest punct de
vedere este conform cu modelul RAM si in acelasi timp, reflecta, destul de bine, modul in care pseudocodul
poate fi utilizat in cele mai multe cazuri concrete.

In prezentarea care urmeaza, expresia noastra pentru timpul de executie al algoritmului Sorteaz:i
— Prin - Insertie va evolua de la o formula relativ complicata, care foloseste toate costurile de timp ci, la una

Mult mai simpla din notatii, care este mai concisa si mai usor de manevrat. Aceasta notatie mai simpla
va face, de asemenea, usor determinat daca un algoritm este mai eficient decat altul.

Incepem prin a relua prezentarea procedurii Sorteazi — Prin - Insertie, adaugand costul de timp
pentru fiecare instructiune si un numar care reprezinta de cate ori aceasta este efectiv executa. Pentru fiecare
J=2,3,...,n; n = lungime[A], vom nota cu tjnumarul de executii ale testului cat timp din linia 5 pentru valoarea
fixatd J. Vom presupune ca un comentariu nu este o instructiune executabild, prin urmare nu cere timp de calcul.
Timpul de executie al algoritmului este suma tuturor timpilor de executie corespunzatori

Sorteaza — Prin - Insertie(A) cost timp

1: pentru j<2, lungime[A] execut:i C1 n

2: cheie «— A[j] C2 n-1

3:>Insereaza A[j] in sirul sortat A[1..j-1] 0 n-1

4ii—j- Cs n-1

5: cat timp i>0 si cheie < A[i] executi Cs th
j=2

6: A[i+1] —A[i] Co Z(trl)
j=2

70 i—i-1 c C

- ! Z(tj_l)

j=2

8: A[i+1] — cheie Ca n-1

fiecarei instructiuni executate: o instructiune care consuma timpul Cj pentru executie si este executata de n ori
,va contribui cu cin la timpul total de executie. Pentru a calcula T(n) timpul de executie pentru Sorteaza — Prin
- Insertie, vom aduna produsele marimilor indicate in coloanele cost si timp, obtinand:

T(n)zcln+c2(n—1)+c4(n—1)+cszn:tj +c6zn:(tj—1) +C7Zn:(tj—1) +cg(n—1)

j=2 j=2 j=2
Chiar pentru datele de intrare de aceeasi marime, timpul de executie al unui algoritm dat poate sa
depinda de continutul datelor de intrare. De exemplu, pentru Sorteaza — Prin - Insertie, cazul cel mai favorabil
apare cand vectorul de intrare este deja sortat. Pentru fiecare j = 2, 3, .. n, vom gési ca A[i] < cheie in linia 5,
cand i are valoarea initiala j-1.Rezulta tj= 1 pentru j = 2, 3, .. n si timpul de executie in cazul cel mai defavorabil
este:



T(n)=cn+c,(n-1)+c,(n-1)+c,(n-1 +c,(n-1)=
=(c,+c, +C, +Cy)n—(cg +C, +C, +Cy)

Acest timp de executie poate fi exprimat sub forma an+ b pentru anumite constante a si b care depind
de timpii de executie i fiind astfel o functie lineara de n.

Daca vectorul este sortat in ordine inversa — adica in ordine descrescatoare-obtinem cazul cel mai

defavorabil. In aceasti situatie trebuie si comparam fiecare element A[j] cu fiecare element din subvectorul
A[1.J-1], si astfel tj= ] pentru j = 2, 3, .. n. Observand ca

si

n(n+1)
2

1

2=

n
j=2

_n(n-1 1

> (j-1)

i=2

gasim ca in cazul cel mai defavorabil timpul de executie pentru Sorteaza — Prin - Insertie este

T(n)=

_[ S
2

cn+c,(n-1)+c,(n-1)+ c{@—l} +C6(n(n2—1)j+ c7(n(n2_1)]+ cs(n-1)

CG C7 2 C5 C6 C7
+ 2 TN | e HC, +C =+ 2y Ty, In—(Co+C, +C, +Cq )
2 2 2 2 2

Rezulti ci timpul de executie in cazul cel mai defavorabil poate fi exprimat sub forma an? + bn + c,

unde a, b,

¢ depind, din nou de costurile ci ale instructiunilor, fiind astfel o functie patratica de n .

De obicei, la fel ca la sortarea prin insertie, timpul de executie al unui algoritm dat este fix pentru
anumite date de intrare. Totusi, in ultimele capitole, vom Intalni cativa algoritmi “aleatori” a caror comportare
poate varia chiar pentru aceleasi date de intrare.

2.2. Analiza celui mai defavorabil caz si a cazului mediu

In analiza sortarii prin insertie am cercetat ambele situatii extreme: cazul cel mai favorabil, in care

vectorul de intrare era deja sortat, respectiv, cel mai defavorabil ,in care vectorul de intrare era sortat in ordine
inversa. In continuare, ne vom concentra, de reguli pe gasirea timpului de executie in cazul cel mai defavorabil,
cu alte cuvinte ,a celui mai mare timp de executie posibil relativ la orice date de intrare de dimensiune constanta
n. Precizam trei motive pentru aceasta orientare:

Timpul de executie al unui algoritm in cazul cel mai defavorabil este o margine superioard a
timpului de executie pentru orice date de intrare de dimensiune fixa. Cunoscand acest timp avem o
garantie ca timpul nu va avea, niciodata, un timp de executie mai mare. Nu va fi nevoie sa facem
presupuneri sau investigatii suplimentare asupra timpului de executie si sd speram ca acesta nu va
fi, niciodata mult mai mare.

Pentru anumiti algoritmi, cazul cel mai defavorabil apare destul de frecvent. De exemplu, in
cautarea unei anumite informatii Intr-o baza de date, cazul cel mai defavorabil al algoritmului de
cautare va apare deseori cind informatia ciutati nu este ,de fapt, prezenti in baza de date. In
anumite aplicatii, cdutarea unor informatii absente poate fi frecventa.

“Cazul mediu este, adesea, aproape la fel de defavorabil ca si cazul cel mai defavorabil. Sa
presupunem cd alegem la intamplare N numere §i aplicam sortarea prin insertie. Cat timp va fi
necesar pentru a determina locul in care putem insera A[j] in subvectorul A[1..j-1] sunt mai mici ca
A[j], si cealalta jumatate sunt mai mari. Prin urmare, in medie, trebuie verificate jumatate din



elementele subvectorului A[1..j-1], deci tj=j/2. Daca tinem seama de aceasta observatie, timpul de
executie mediu va aparea tot ca o functie patratica de n, la fel ca in cazul cel mai defavorabil.

In anumite cazuri particulare, vom fi interesati de timpul mediu de executie al unui algoritm. O problema
care apare 1n analiza cazului mediu este aceea ca s-ar putea sd nu fie prea clar din ce sunt constituite datele de
intrare “medii” pentru o anumitd problema. Adesea vom presupune ca toate datele de intrare avand o
dimensiune data sunt la fel de probabile. In practici aceastd presupunere poate fi falsi,dar un algoritm aleator
poate, uneori, sa o forteze.

2.3. Ordinul de crestere
Pentru a usura analiza procedurii Sorteaza — Prin - Insertie, am utilizat mai multe presupuneri
simplificatoare. In primul rind, am ignorat costul real al fiecarei instructiuni, folosind constantele ci pentru a
reprezenta aceste costuri. Apoi am observat ca prin aceste constante obtinem mai multe detalii decat avem
nevoie in mod real: timpul de executie in cazul cel mai defavorabil este de forma an®+bn-+c pentru anumite
constante a, b, c care depind de costurile c; ale instructiunilor. Astfel am ignorat nu numai costurile reale ale
instructiunilor, dar si costurile abstracte Cj .

Vom face acum inca o abstractizare simplificatoare. Ceea ce ne intereseaza de fapt, este rata de
crestere Sal ordinul de cregtere a timpului de executie. Consideram, prin urmare, doar termenul dominant al
formulei (adicd an?) deoarece ceilalti termeni sunt relativ nesemnificativi pentru valori mari ale lui n. Ignorim,
de asemenea, si factorul constant ¢, deoarece pentru numere foarte mari, factorii constanti sunt mai putin
semnificativi decat rata de crestere in determinarea eficientei computationale a unor algoritmi. Astfel ,vom
spune ,de exemplu, ci sortarea prin insertie are un timp de executie in cazul cel mai defavorabil de 6(n?)
(pronuntat teta de patrat). Vom folosi notatia de tip 0 in acest capitol cu caracter informal; va fi definita cu
precizie in capitolul 2.

In mod uzual, vom considera un algoritm ca fiind mai eficient decat altul daca timpul sdu de executie
in cazul cel mai defavorabil are un ordin de crestere mai mic. Aceastd evaluare ar putea fi incorecta pentru
date de intrare de dimensiune micé, dar in cazul unor date de intrare de dimensiuni foarte mari, un algoritm de
tipul O(n?), de exemplu, va fi executat in cazul cel mai defavorabil mult mai repede ca unul de tipul 6(n%).



