I. ANALIZA ALGORITMILOR

PRELIMINARII

Abu Jafar Mohammed ibn Musa al-Khowarizmi (autor persan, sec. VIII-IX), a scris o carte de matematica
cunoscutd in traducere latind ca “Algorithmi de numero indorum”, iar apoi ca “Liber algorithmi”, unde
“algorithm” provine de la “al-Khowarizmi”, ceea ce literal inseamna “din orasul Khowarizm”. In prezent, acest
oras se numeste Khiva si se afla in Uzbechistan. Atat al-Khowarizmi, cat si alti matematicieni din Evul Mediu,
intelegeau prin algoritm o regula pe baza careia se efectuau calcule aritmetice. Astfel, in timpul lui Adam Riese
Stifer (“Arithmetica integra”, Niirnberg, 1544) si Cardano (“Ars magna sive de reguli algebraicis”, Niirnberg,
1545). Chiar si Leibniz vorbeste de “algoritmi de inmultire”. Termenul a ramas totusi multd vreme cu o
intrebuintare destul de restransa, chiar si in domeniul matematicii.

Kronecker (in 1886) si Dedekind (in 1888) semneaza actul de nastere al teoriei functiilor recursive. Conceptul
de recursivitate devine indisolubil legat de cel de algoritm. Dar abia in deceniile al treilea si al patrulea ale secolului
nostru, teoria recursivitatii si algoritmilor incepe sa se constituie ca atare, prin lucrarile lui Skolem, Ackermann,
Sudan, Godel, Church, Kleene, Turing, Peter si altii.

1. ALGORITMI

Un algoritm consta intr-o procedura de calcul bine definitd care, Intr-o succesiune finitd de pasi, transforma o
multime de valori (date de intrare) intr-o altd multime de valori (date de iesire sau rezultatul prelucrarii).

Un algoritm constituie un mijloc de rezolvare a problemelor de calcul bine definite. Un enunt corect al unei
astfel de probleme descrie, in termeni generali, relatia intrare/iesire corespunzatoare algoritmului problemei.

Conceptele de functie calculabild si algoritm formeaza obiectele principale de studiu in teoria calculabilitatii.
Ele apar in diferite domenii ale informaticii §i matematicii sub diverse grade de abstractizare.

Dezvoltarea unor stiinte implica, printre altele, construirea unor algoritmi care sa rezolve o gama cat mai variata
de probleme.

Notiunea de algoritm se intdlneste Inca din clasele elementare relativ la cele patru operatii fundamentale aplicate
numerelor naturale reprezentate in baza zece. Mai tarziu, se studiaza algoritmul lui Euclid si algoritmi cu privire la
rezolvarea unei ecuatii, determinarea inversei unei matrice nesingulare etc.

Exemplu 1.1:

Sa descriem un algoritm de inmultire a doua numere naturale X, y numit inmultirea ,,La Russe”.

P1. Se considera un tablou bidimensional cu doua coloane. Pe prima linie se afla x in prima coloand si y in a
doua coloana.

P2. Numarul din prima coloana se imparte la 2 (impartire intreagd), iar cel din a doua coloana se inmulteste cu
2.

P3. Pasul P2 se repetd pana cand in prima coloana se obtine numarul natural 1.

P4. Se vor elimina liniile care contin in prima coloand un numar par.

P5. Se vor insuma numerele naturale din coloana a doua care corespund liniilor rdmase.

Suma obtinutd reprezintd produsul xy.
Fie numerele x = 245 si y = 37. Conform algoritmului descris se obtine:

DEINMULTIT INMULTITOR
245 37
122™ 74™

61 148
30™ 296"
15 592
7 1184
3 2368
1 4736
Xy 9065

Liniile marcate cu (**) se considera eliminate.
Asupra algoritmului descris se pun o serie de intrebari.
a) Conditia de oprire



Raspunsul algoritmului consta in furnizarea produsului xy. Ultima linie din ciclu este cea care contine 1 in prima
coloana. Odata cu iesirea din ciclu, algoritmul se incheie.

b)  Corectitudinea

Algoritmul calculeaza corect produsul celor doua numere naturale. Se observda ca daca marcam cu 1 liniile
ramase si cu 0 pe cele eliminate, se obtine numarul X scris in ordine inversa in binar (245p0= 111101013). De
altfel acest algoritm calculeaza produsul in binar a doud numere naturale.

C) Durata executiei (viteza de executie)

Acest algoritm are aceeasi vitezd de executie ca si algoritmul standard de Tnmultire a doud numere naturale
(efectudnd inmultirea in binar). Exista si alti algoritmi cu o viteza mai mare care calculeaza un astfel de produs.

d) Dimensiunea spatiului de memovie alocat etc.

Teoria multimilor constituie un instrument de descriere simpla si precisa a conceptului de functie. Construirea
unui model matematic pentru un astfel de concept este relativ usor de realizat fiindca avem de-a face cu un proces
static. Descrierea conceptului de algoritm este mai dificila deoarece construirea unui model matematic pentru un
astfel de concept presupune un proces dinamic.

Au existat diversi matematicieni ca: E. Post, K. Godel, A.M. Turing, A. Church etc. care, in mod independent,
au dat cate o descriere a notiunii de algoritm.

Clasa tuturor algoritmilor, independent de modul de reprezentare a lor, poseda unele trasaturi generale.

Pentru un algoritm trebuie precizat:

a) domeniul algoritmului;

b) descrierea propriu-zisa a algoritmului.

Domeniul algoritmului este o multime cel mult numarabild de elemente asupra carora actioneaza algoritmul
respectiv 1n care se includ si rezultatele finale.

Descrierea propriu-zisa a algoritmului constd in instructiuni care se executd asupra elementelor de intrare
prezente in domeniul algoritmului. Fiecare din aceste instructiuni pune in evidentd un numar finit de operatii
elementare.

lata descrierea algoritmului ,,LL.a Russe” :

RUSSE(A, B)

1. arrays X, Y {initializare}

X[1] < A; Y[1] < B
i < 1 {se construiesc cele doua coloane}
while X[i] > 1 do
X[i+1] « X[i] div 2 {div reprezinta impartirea intreaga}
Y[i+1] < Y[i]+Y[i]
i<« i+l
{aduna numerele Y[i] corespunzatoare numerelor X[i] impare}
9. prod« 0
10. while i >0 do
11. if X[i] este impar
12. then prod « prod+Y[i]
13. i« i-1
14. return prod

N~ WDN

Actiunea unui algoritm este subordonata:

a) unor reguli de operare asociate;

b) agentului de calcul.

Regulile de operare asociate unui algoritm solicita fiecarei instructiuni sa indice locatiile unde se afla datele de
intrare cat i pe cele in care se depun rezultatele intermediare si finale.

Agentul de calcul poate fi uman, mecanic, electronic etc. si are rolul de a executa instructiunile prezente in
algoritm.

O problema rezolvabila algoritmic (problemd pentru care existd algoritm care sda o rezolve) o gandim ca o
functie P total definitd pe multimea tuturor datelor de intrare sau informatiilor initiale DI (cel mult numarabild), cu
valori in multimea datelor (informatiilor) finale DF (cel mult numarabild). O instantd a unei astfel de probleme
consta intr-un element dat x € DI care satisface conditiile impuse de enuntul problemei si este capabil s conduci la
o solutie a acesteia. Daci P(x)| (existd) si P(X) =y, se spune ci y este solutia problemei P pentru intrarea x. in caz
contrar, se spune ci P nu are solutie pentru intrarea X.

In vederea prelucrarii pe calculator, un astfel de algoritm este transpus intr-un program scris intr-un limbaj de
programare. Acest program evalueaza o functie naturala. Daca domeniul de definitie al functiei constituie intrarea
pentru programul respectiv, atunci valorile functiei sunt de fapt rezultatele programului.



Exemplul 1.2.

Sa consideram problema identificarii unei chei numerice date intr-un tablou numeric unidimensional.

Datele de intrare sau intrarea algoritmului: dimensiunea n a tabloului, tabloul numeric X = (x[1],..., X[n]) si
valoarea numerica y (cheia);

Datele de iesire sau iesirea algoritmului: pozitia acelui element din tablou care coincide cu cheia datd y sau un
mesaj de neidentificare in cazul in care aceasta cheie nu coincide cu nici un element din tablou.

O instantd a problemei propuse consta intr-un tablou numeric dat, fie el X =(-11,121,1,0,7,-48) de dimensiune 6
si o cheie numerica, fie ea y = 7. Conform acestei instante algoritmul va furniza ca rezultat faptul ca elementul X[5]
coincide cu cheia data (solutie a problemei).

Un algoritm este corect daca pentru orice instantd a sa el se incheie cu o iesire corectd care este solugie a
problemei de calcul rezolvata prin algoritmul respectiv. Unii algoritmi, desi sunt incorecti in sensul ca nu conduc la
nici o solutie in timp finit sau conduc la solutii eronate, ei pot fi utili atat timp cat erorile produse de ei pot fi
controlate.

Comportarea aceluiasi algoritm poate fi diferita in functie de datele de intrare. De aceea se impune o mare
atentie asupra acestora din urma. O variabila prezenta in intrarea unui algoritm poate identifica un tablou sau un
obiect al unei date compuse si va fi tratata ca un pointer la elementele tabloului, respectiv la campurile (atributele)
obiectului corespunzator.

Modul in care se defineste dimensiunea datelor de intrare depinde de problema de calcul analizati. Ea poate fi
exprimata prin:

a) numdarul de elemente cuprinse in datele de intrare (de exemplu, dimensiunea unui tablou de numere
intregi);

b) numarul total de biti din reprezentarea binard a datelor de intrare (vezi algoritmul de inmultire a doua
numere mari intregi);

¢) doud numere naturale (de exemplu, pentru reprezentarea unui graf se solicita numarul de varfuri i numarul
de muchii ale sale);

d) valoarea numericd a intrdrii ( pentru algoritmi numerici, de exemplu algoritmul ,,La Russe”).

Pentru fiecare algoritm care rezolva o anumita problema P este necesar a se preciza modul de exprimare a
dimensiunii datelor de intrare.

Daca exista un algoritm care rezolva problema P nu Inseamna ca el este unic.

De exemplu, exista algoritmi ca: QuickSort (sortare rapida), MergeSort (sortare prin fuziune), TreeSort (sortare
prin arbori), sortare prin selectie si insertie etc. care sunt utilizati in acelasi scop.

Prin urmare, apare necesitatea alegerii unui algoritm din clasa de algoritmi care rezolva problema P care sa
corespundd unor cerinte. Algoritmul depinde de aplicatie, implementare, mediu, frecventa utilizarii etc.
Compararea algoritmilor este un proces subtil care are in vedere mai multe aspecte. In continuare, vom ciuta sa
analizam cateva din aceste aspecte care joaca un rol important in elaborarea unui algoritm.

2. COMPLEXITATEA CALCULULUI

Teoria complexitatii constituie un domeniu foarte important al teoriei algoritmilor care investigheaza
rezolvabilitatea individuald a problemelor sub anumite restrictii de resurse.

Teoria complexitatii calculului cuprinde:

1) Un studiu analitic al complexitatii unor clase de probleme in raport cu diverse tipuri concrete de masini
matematice care le rezolva;

2) Un studiu calitativ al complexitatii algoritmilor care rezolva astfel de probleme.

Mai precis, complexitatea calculului se bazeaza pe legiturile existente intre problemele rezolvabile algoritmic
si resursele de calcul.

Inainte de a trece la analiza unui algoritm, trebuie si se cunoasci o tehnologie de implementare a acestuia care
va include un model pentru resursele sale si costurile corespunzatoare. Asadar, resursele de calcul sunt introduse
prin definirea unui model de calcul care, de reguld, reprezinti o masina. in acest sens pot fi utilizate: masini Turing
de diverse tipuri, magini cu acces aleatoriu (random-acces machine, RAM), circuite booleene etc. Resursele
tipice sunt: timp, spatiu, benzi, capete de citire/scriere, nivele intr-un circuit etc.

Pentru tratarea celor doud elemente fundamentale, problema si masind, consideram trei nivele abstracte in
complexitatea calculului.

a) Un nivel 1nalt care pune in evidentd complexitatea abstractd a calculului, cunoscuta sub numele de ,,teoria
Blum de complexitate a calculului“, care este independenta atat de problema cat si de masina. O astfel de teorie
este construitd pe o enumerare efectiva a tuturor functiilor partial recursive, o enumerare a aga numitelor functii ,,
cost-masura “ si doud axiome de baza (axiomele lui Blum).

b) Un nivel mediu care pune in evidentd complexitatea structurald, independentd de problema dar dependenta
de masind. Scopul unei astfel de complexitati este de a studia capabilitatea unor modele de calcul concrete pentru
resurse sau combinatii de resurse, independent de problema propusa.



¢) Un nivel inferior ce indicd o complexitate concreta care depinde atit de masina cat si de problema. Scopul
sdu este de a detecta o buna evaluare, cu un cost pe cat posibil minim, folosind o resursa (sau combinatii de resurse)
intr-un model precizat pentru rezolvarea problemei.

In general, dificultatea unei probleme P se poate masura prin resursele de calcul limitate asociate algoritmului
secvential care o rezolva. Aceste resurse sunt timpul si spatiul de memorie necesare pentru executia algoritmului
respectiv. O astfel de misura se poate evalua in diverse moduri. In termenii masinii Turing, ca model de calcul,
complexitatea temporala este stabilitd de numarul de deplasari necesare realizarii calculului respectiv, iar pentru un
computer digital, de numarul de ciclari ale masinii sau timpul real solicitat de masina pentru acel calcul. In ceea ce
priveste complexitatea spatiald, pentru masina Turing, ea consta in numarul de celule (patrate) ale benzii folosite Tn
calcul, iar pentru computer, in numarul de bytes utilizati.

Prin urmare, ideea de complexitate a unui algoritm poate fi privita sub doua aspecte:

a) static, prin structura sa.

b) dinamic, prin durata executiei sale.

Complexitatea spatiald se exprima prin dimensiunea spatiului de memorie necesar algoritmului, independent de
comportarea pe care o are el pe parcursul executiei.

Complexitatea temporald se exprima prin timpul necesar executiei sale. Axiomele lui Blum, de exemplu, pun in
evidentd masuri de complexitate dinamicd cu consecinte ca: teorema coreldrii masurilor, teorema accelerarii,
teorema lacunei etc.

Existd numeroase probleme de optimizare in retele de transport, informatica, electronica, logistica constructiilor,
teoria comunicatiilor (in codurile corectoare de erori), criptografie etc. Pentru algoritmii de rezolvare a acestor
probleme este obligatoriu un studiu al complexitatii lor. Complexitatea algoritmilor relativ la coduri, reprezentarea
compactd a mesajelor in vederea transmiterii lor prin diverse canale, permite o analizd asupra eficacitatii metodelor
de codificare/decodificare. Relativ la criptografie, studiul complexitatii implica elaborarea unor tehnici care sa
permita cifrarea mesajelor sub o forma care sa le asigure, pe cat posibil, inviolabilitatea.

Analiza unui algoritm conduce la stabilirea eficientei sale si implicd, in principal, ideea de complexitate pentru
ca ea prevede resursele solicitate de algoritmul respectiv. Stabilirea complexitatii unui algoritm este necesara, pe de
o parte, datoritd faptului ca multi algoritmi sunt eliminati de practicd deoarece necesitd un timp de executie si un
spatiu de memorie foarte mari, iar pe de altd parte, se cautd algoritmi cit mai performanti in vederea rezolvarii cu
calculatorul a unor probleme destul de complexe impuse de practica. Un calculator, oricat de performant ar fi, este
criteriu care, de cele mai multe ori, 1l constituie timpul de executie al algoritmului respectiv.

Avand in vedere faptul cad pentru seturi de date de intrare diferite acelasi algoritm foloseste timpi de executie
diferiti este necesar a lua in consideratie:

* timpul in cazul cel mai favorabil (durata minima pentru executia algoritmului);

« timpul mediu (raportul dintre suma timpilor necesari pentru toate seturile de date posibile si numarul acestor
seturi);

* timpul in cazul cel mai defavorabil (durata maxima pentru executia algoritmului).

Acesta din urma ofera o margine superioara a timpului de executie pentru toate intrarile de o dimensiune fixa si
reprezintd situatia cea mai indicatd pentru cautarea de informatii intr-o baza de date.

Sa consideram implementarea unui algoritm oarecare care sa primeascd intrari de dimensiuni diferite. La o
intrare de dimensiune n vom asocia o masurd f(n) de folosire a resurselor sale care, de regula, trebuie sa se
minimizeze. In mod normal, f(n) va reprezenta timpul solicitat de algoritm pentru intrarea de dimensiune n in cazul
cel mai defavorabil sau mediu (la alegerea noastra). Exista o serie de factori care complicad mai mult sau mai putin
calculul exact al lui f(n).

De exemplu:

a) Timpul solicitat pentru executia unei instructiuni individuale dintr-un program, cu aceeasi instanta si pe
aceeagi masina, poate varia.

b) Poate exista o mare variatie de folosire a resurselor pentru intrari de o anume dimensiune constanta n.

c) Cazul cel mai defavorabil poate fi mai rar intalnit in practica, iar cazul mediu sa fie nereprezentativ.

d) Unii algoritmi se pot executa mai bine pe anumite clase de intrari.

In acest sens se impun cateva sugestii, cum ar fi:

- Identificarea operatiilor abstracte folosite de algoritm. Pentru a obtine o maximizare a independentei de magina
este necesard o analiza a acestor operatii abstracte, pentru ca resursele solicitate de o mare parte din ele vor fi
neimportante. Unele din ele sunt utilizate o singura data la initializare.

- Un algoritm, in general, poseda cel putin un ciclu. Acesta trebuie identificat pentru ca instructiunile din
interiorul sau se executa mult mai des si ele vor juca un rol important in analiza timpului de executie a algoritmului.
Prin contorizarea acestor instructiuni se determina o margine superioard corespunzatoare pentru valoarea timpului
de executie in cazul cel mai defavorabil si, daca este posibil, o configurare a cazului mediu. Aceastd limitd
superioard este necesara pentru cd, in mod practic, nu poate fi gasitd o valoare exactd a timpului de executie in
cazul cel mai defavorabil.
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- Timpul necesar unui algoritm pentru rezolvarea unei probleme cu o instantd datd, reprezintd numdarul
operatiilor elementare (primitive) efectuate de algoritm pentru acea instantd. Se accepta o astfel de interpretare
deoarece se presupune ca executia unei astfel de operatii se produce intr-un timp constant si nu depinde de marimea
operanzilor si nici de timpul de memorare a rezultatului. De aceea resursa timp asociata se analizeazad independent
de sistemul de calcul pe care se implementeaza algoritmul respectiv.

- Desi progresele tehnologice actuale fac ca necesarul de memorie sa treacd pe un plan secund, existd totusi
situatii in care spatiul de memorie utilizat este folosit ca argument in stabilirea unor limite inferioare pentru timpul
de executie.

- Viteza de calcul ce caracterizeaza actuala generatie de calculatoare are drept consecinta faptul ca problema
timpului de executie se pune, In general, pentru valori foarte mari ale dimensiunii intrarii. Aceasta conduce la ideea
unei analize a termenului dominant (cel care tinde cel mai repede la infinit) din formula de exprimare a numarului
de operatii elementare executate de catre algoritm.

Dimensiunea informatiilor prelucrate in majoritatea problemelor pe care le intdlnim in practicd nu raméne
constanta.

Pentru a intelege notiunea de ”procedeu mecanic de calcul* au fost propuse numeroase modele de calcul formal.
Conform celebrei teze a lui Church - tot ceea ce este intuitiv calculabil cu ajutorul unui algoritm este calculabil
indiferent de modelul formal de calcul - aceste modele sunt echivalente. In mod clasic, in teoria complexittii, se
considera drept model masina Turing care prezintda dublul avantaj de a constitui un model de program pentru
calculator, dar si un cronometru pentru timpul de executie al sau. Conform acestui model, complexitatea unui
algoritm A, pentru orice dimensiune n a intrarii, este o functie f(n) ce exprimad timpul maxim de executie a
algoritmului.

In descrierea algoritmilor, cel mai convenabil model este modelul RAM avénd in vedere si cele mai importante
clase de complexitate studiate (timp si spatiu polinomial).

Exista cateva functii tipice de exprimare a timpului de executie a unui algoritm. Putem obtine, in mod obisnuit,
o astfel de functie printr-o relatie de recurenta.

Cel mai adesea se va intalni functia de forma

f(n) = cg (n) + tm unde ¢ > 0 este o constantd, N reprezintd dimensiunea intrarii, iar tm este un “termen mic”
care este semnificativ doar pentru valori mici ale lui n sau pentru algoritmi sofisticati.

Functia g(n) poate fi:

* constantd (algoritmul se executa in timp constant);

* log n (algoritmul se executd in timp log);

n"(m=0, 1, 2...)(algoritmul se executa in timp polinomial);

Cazuri particulare:

a) n (algoritmul se executa in timp liniar);

b) nlog n (algoritmul se executa in timp liniar log);

¢) n? (algoritmul se executd in timp pétratic);

d) n® (algoritmul se executd in timp cubic);

* n! (algoritmul se executa in timp factorial);

* k" (k> 1, constanta) (algoritmul se executa in timp exponential).

Exemplul 2.1.

Sa consideram un algoritm care efectueaza operatii de punere/extragere a unei date de 32 biti efectuate pe o
stiva cu elemente intregi. Astfel de operatii vor necesita un timp constant. Un algoritm care se executd intr-un timp
constant mic se zice ca este “perfect”.

Exemplul 2.2.

Sa presupunem un algoritm a cérui intrare constd dintr-un sir de n caractere. El poate prelucra intrarea sa
caracter cu caracter, solicitind acelasi timp pentru fiecare astfel de caracter. In acest caz, f(n) = n. Un astfel de
algoritm care se executd in timp liniar se zice ca este “excelent”.

Exemplul 2.3.

Un algoritm poate cicla direct intrarea sa formata din numere Intregi sub forma

f(n)=n+1f(n-1).

Iterand aceasta relatie se obtine f(n) =n +f(n-1) =n + ((n-1) + f(n - 2)) =.....

=n+(n-1)+(n-2)+.. +2+f(1) =n¥2 +n/2 + k, unde k este o constanta. Pentru un n suficient de mare, k si
n/2 sunt mici fatd de n?. Un astfel de algoritm se executd intr-un timp patratic.

Un algoritm care solicitd o prelucrare a celor n? perechi de caractere ce corespund unei intrari care consta dintr-
un sir de n caractere, solicitd tot un timp patratic de executie.

Pentru intréri de dimensiuni mari algoritmii care se executd in timp patratic vor evolua mai lent.

Exemplul 2.4.

Un algoritm poate prelucra, la fiecare pas, jumatate din intrarea sa. Asadar,
f(n) =f(n/2) + 1



(cu aproximare in cazul in care n Nu este 0 putere naturala a lui 2).

Fie n = 2% Atunci, f(n) = f(2) = 1 + f(2*1) = 1 + (1 + f(2*?)) = ... = x + f(2°) = x + k, unde k este o constanta.

In acest caz, f(2) este aproximativ x, iar f(n) este aproximativ log.n. Un astfel de algoritm se executi in timp
log. Acesti algoritmi au o crestere foarte lenta si sunt foarte buni in practica.

Este foarte cunoscut algoritmul “Divide et Impera” folosit in Quicksort, Mergesort etc. Pentru acest algoritm,
f(n) = n + 2f(n/2).

Pentru n = 2%, folosind un mic artificiu, se obtine:

f(24)/2* = 242 + 2*f(2¥/2)/2* = 1 + f(2*1)/2*t = 1 + (1 + f(2¥9)/2*?) = .= x + f(2°)/2° =

= x+k, unde k este o constant.

Rezulta ci f(2¥) = 2X(x + k) = 2 + tm. Prin urmare, f(n) = nlogzn + tm. In concluzie, algoritmul respectiv se
executa in timp liniar log.

Exemplul 2.5.

Sa presupunem ca intrarea unui algoritm constd intr-o mulfime de n numere intregi. Se cere sa se gaseasca o
submultime a acestei multimi cu proprietatea ca suma elementelor sale este nula.

Printr-o cercetare exhaustiva, in cazul cel mai defavorabil, se vor verifica toate cele 2" submultimi posibile. Un
astfel de algoritm se va executa intr-un timp exponential.

Exemplul 2.6.

Un algoritm, prin care se cere obtinerea tuturor anagramelor corespunzatoare unui cuvant format din n caractere

Functia n! creste aproximativ cu aceeasi viteza ca n", dar mai repede decat 2".

in 1964, Cobham a introdus clasa P a problemelor rezolvabile algoritmic in timp polinomial, adici o problema
ce se rezolva printr-un algoritm A care pentru orice numar natural n, functia sa de complexitate este marginita
superior de un polinom cunoscut p(n) in variabila n, adica f(n) < kp(n), unde k este o constantd nenula. In aceasta
clasd se intalnesc asa numitele probleme “facile”. Se mai spune despre un algoritm de complexitate polinomiald ca
reprezintd rezultatul unei cunoasteri detaliate a problemei pe care o rezolva.

Despre un algoritm care nu este de complexitate polinomiald se zice ci se comporti “exponential”. In aceeasi
clasa a algoritmilor exponentiali sunt incadrati si algoritmii de complexitate nlog n desi nu corespund in sensul
strict matematic al notiunii respective. Avand in vedere viteza de crestere sau ordinul de crestere a timpului de
executie 1n raport cu n a functiilor exponentiale fatd de cele polinomiale, in general, algoritmii exponentiali sunt
inutilizabili in practica. Despre un algoritm de complexitate exponentiald se spune ca este o variantd a unei
enumerdri totale a cdilor de identificare a solutiilor problemei respective.

Exista unii algoritmi cu comportare exponentiald care, pentru valori relativ mici ale lui n, sunt mai eficienti
decét cei alternativi cu comportare polinomiald. De asemenea, unii algoritmi exponentiali se comporta acceptabil
pentru unele probleme particulare (vezi metoda simplex de rezolvare a problemelor de programare liniara).

in general, despre o problema pentru care s-a dovedit ¢ nu existi un algoritm de complexitate polinomiala
pentru rezolvarea ei, adica nu este tractabild, se spune ca este intractabila. Dificultatea unei astfel de probleme
trebuie remarcata prin faptul ca

timpul necesar pentru gasirea unei solutii este de ordin exponential, adica functia nu se poate exprima printr-o
expresie care sa poatd fi marginita superior de un polinom in variabila n.

Daca se are in vedere ca model, masina de calcul in paralel (capabila de a efectua simultan un numar relativ
mare de calcule independente), clasa problemelor dificile (cele care nu sunt facile) se poate Tmparti in doua
subclase:

a) subclasa problemelor pentru care nu exista algoritmi nedeterministi de complexitate polinomiala pentru
rezolvarea lor;

b) subclasa problemelor pentru care existd algoritmi nedeterministi de complexitate polinomiald pentru
rezolvarea lor (NP).

Trebuie observat faptul ca majoritatea problemelor care par a fi dificile admit algoritmi nedeterministi de
complexitate polinomiald pentru rezolvarea lor. Notiunea de “algoritm determinist” trebuie inteleasa in sensul ca
structura sa nu permite o alegere intre mai multe céi posibile in vederea obtinerii rezultatului dorit. Conceptul de
Yalgoritm nedeterminist” trebuie Inteles in sensul ci el se poate afla in mai multe stari independente care nu se pot
alege dupa anumite criterii $i nici genera aleator. Un algoritm se numeste nedeterminist polinomial daca
complexitatea calculelor, efectuate pe orice cale a arborelui ce descrie ramificarile procesului de cautare a solutiei,
este polinomiala.

Avand 1n vedere aceste interpretari, conceptul de algoritm determinist polinomial este evident.

Clasa problemelor “dificile in sensul cel mai tare” este formata din acele probleme pentru care s-a demonstrat
cd nu exista algoritmi pentru rezolvarea lor (de exemplu, problema a zecea a lui Hilbert cu privire la
rezolvabilitatea Tn numere Intregi a ecuatiilor polinomiale).



3. COMPLEXITATE ASIMPTOTICA

O simpla caracterizare a eficientei unui algoritm constd in viteza de crestere a timpului sau de executie care
ofera posibilitatea de a compara performantele relative ale unor algoritmi alternativi.

In general, este destul de dificil de a determina expresia exacta ce defineste timpul de executie al unui algoritm
in functie de dimensiunea problemei, de aceea se stabilesc anumite limite intre care el poate varia. Complexitatea
se exprima 1n functie de aceastd dimensiune.

Cand datele de intrare au dimensiuni suficient de mari, astfel incat numai viteza de crestere a timpului de
executie sa fie relevantd, vom studia eficienta asimptotica a algoritmilor. Mai exact, se va urmari viteza de executie
a mai multor algoritmi cu acelasi obiectiv, sau, altfel zis, viteza de crestere a functiilor a caror expresie reprezinta
timpul de executie a unor astfel de algoritmi. In practicd existd un interes deosebit asupra modului de crestere a
timpului de executie a unui algoritm o data cu cresterea dimensiunii datelor de intrare pand la cazul limita in care
aceastd dimensiune creste la infinit. Se foloseste, in acest sens, conceptul de timp asimptotic de executie a unui
algoritm. Pentru exprimarea unui astfel de timp se va folosi un limbaj riguros care cuprinde urmatoarele simboluri
asimptotice: ®, O, 0, Q, . Se vor folosi functii al caror domeniu de definitie il reprezintd multimea numerelor
naturale N. Notatia se poate extinde, in unele situatii, la domeniul numerelor reale sau restrange la o submultime a
multimii numerelor naturale.

Fie R multimea functiilor nenegative care au ca domeniul de definitie multimea numerelor naturale N = {0, 1,
2, ..}

Fie functiile f(n), g(n) f(n)e R, g(n)eR.
3.1. O - notatia

Definitia 3.1.1. f (n) = ©(g(n)) (N — o) daca existd constantele ¢l > 0, ¢2 > 0 si n, N, astfel

incatVn>n,,0<c,g(n)< f(n)<c,g(n).

Notatia N — oo indica, o data in plus, faptul ca relatia asimptotica are loc pentru valori suficient de mari ale lui n.
Intr-o scriere asimptotica, chiar daca nu este prezenta aceasta notatie cu scopul de a simplifica scrierea, ea este
subinteleasa.

Din punct de vedere matematic este corect a folosi notatia f(n)e ®(g(n)), pentru ca O(g(n))={f (n)/exista

constantele c; >0, c2>0si n, e N
, astfel incat Vn>n,,0<c,g(n)< f(n)<c,g(n)

czg(n)

f(n) c:g(n)

No
f(n) = ©(g(n))

in literatura de specialitate, se foloseste, printr-un abuz de utilizare a semnului de egalitate, notatia f (n) =
O(g(n)) (n — ). Se accepta ambele notatii si pentru celelalte simboluri care vor urma. Se spune despre functiile
f(n) si g(n) ca au aproape aceeasi viteza de crestere avand in vedere constantele pozitive multiplicative Ci, C2 sau ca
ele sunt functii egale pana la un factor constant. Vom spune ca functia g(n) constituie o margine asimptotica tare
sau strdnsa (inferioara si superioara) pentru functia f(n).

Din definitia multimii ®(g(n)) se observa ca este necesar ca elementele sale sd fie functii nenegative pentru
valori ale lui n suficient de mari. O functie asimptotic pozitiva este strict pozitivd pentru orice valoare a lui n
suficient de mare (n = ny).

In mod intuitiv, pe baza definitiei simbolului @, intr-o expresie polinomiala ce reprezinta timpul de executie a
unui algoritm se ia in calcul doar termenul dominant (de ordin maxim) si se neglijeaza toti termenii de ordin
inferior cat si coeficientul termenului dominant.

Fie f(n)= (3/7)n*- 4n. Pentru a arata cd f(n)= @(n?) trebuie si determindm constantele pozitive Nno, C1, C. astfel
incat
0<=c¢n?< (3/7)n2 —4n < cn?. Pentruvn =1, ¢, = 3/786 observa ca are loc inegalitatea3/7 - 4/n < Cp, lar
pentru Vn=1, ¢ = 1/ 35 are loc inegalitatea 3/ 7= 4/ n=c. In concluzie, existi constantele
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o= 1/ 35, C2 = 3/ 7 $i No = 10 astfel incat sd aibd loc dubla inegalitate, adica f(n) = O(n?). Adesea, daci i se da
constantei ¢; o valoare ceva mai mica decit coeficientul termenului dominant, iar lui C; o valoare putin mai mare
decat acelasi coeficient, definitia simbolului ® ar putea fi indeplinita. Coeficientul termenului dominant poate fi
ignorat pentru ca el ar modifica cele doud constante C: si C2 doar cu un factor constant.

Sa observam cd aceste constante, pentru o aceeasi functie, nu sunt unice si ele depind de functia respectiva.

Prin relatia0 < f(n) < cg(n), se intelege ci functia f (n) are ordinul de crestere al functiei g(n) pentru valori
ale lui n suficient de mari, pana la un anumit factor constant C. Logaritmand aceastd relatie, se obtine
log(f(n)) < ¢, +1log(g(n)) (c1 = log c, este o constantd). Logaritménd si relatia 0 < ¢’g(n) < f(n), se obtine
cp + Iog(g (n)) = Iog(f(n)) (c2= logc’ este o constantd). Se observa ca f (n) = O(g(n)) (N — o) daca si numai
daca exista o constanta c astfel incat pentru un n suficient de mare, log(f(n)) si log(g(n)) sa difere prin cel mult o
astfel de constanta multiplicativa.

Se spune ca implementarea unui algoritm se executd in timp log, respectiv in timp liniar, daca functia sa de
complexitate f(n) este din ®(log(n)), respectiv O(n).

3.2. O - notatia
Definitia 3.2.1 f (n) = O(g(n)) (n — o) daci I ¢ >0, Ing € N astfel incat Vn = ng, 0 < f(n) =c g(n).
Printr-o astfel de notatie se pune in evidenta faptul cd functia f(n) creste strict mai lent sau cel mult la fel ca

functia g(n).
Se mai spune ca functia g(n) domina functia f(n) sau ca functia f(n) este dominata de functia g(n)). Cu alte
cuvinte, prin notatia f(n) = O(g(n)) (n —o0) intelegem faptul ca un multiplu constant al lui g(n) constituie o

margine asimptotica superioara a lui f(n). Asadar
O(g(n)) ={f(n) ER/Ic >0, Ang EN
astfel incat 0 = f(n) = g(n), Vn = nel.

cg(n)
f(n)

No n
f(n) = O(g(n))

in literatura de specialitate exista o distinctie clard intre o margine asimptotici superioard si o margine
asimptotica tare (stransd) pe care o oferd 0. Notatia O oferd o margine asimptotica superioara care nu este neaparat
0 margine asimptotica tare.

Exemplul 3.2.1.

5n?= O(n?) constituie 0 margine asimptoticd superioara tare.

5n = O(n?) este o margine asimptotici superioara.

Din faptul ca f(n) = ®(g(n)) rezulta ca f(n) = O(g(n)) pentru ca notatia ® este mai puternica decat notatia O,
adica ©(g(n)) <O(g(n)).

O functie liniara f(n) = an + b = O(n) (a > 0). In schimb, folosind notatia O, este adevarati si relatia f(n) = O(n?).
Intr-adevar trebuie si determinim cele doud constante strict pozitive No si C astfel incat si aiba loc relatia
0 < an + b < cn? pentru orice n = ngy. Daci dreapta intersecteazi parabola trebuie ca ecuatia atasatd si aiba
raddcini reale. De aceea, vom considera expresia a2 + 4bc de forma (a + 2b)? Printr-un calcul elementar se observa
cd pentru orice n =ng = 1si ¢ =a+ |b| (c > 0) relatia este adevirati. Daca dreapta nu intersecteazi parabola,
relatia ceruta este evident adevarata.

Printr-o afirmatie de genul ,.timpul de executie al unui algoritm A este O(n*)* se intelege ca timpul de executie
in cazul cel mai defavorabil (exprimat printr-o functie de n) este O(n*), adici oricare ar fi datele de intrare de
dimensiune n, pentru fiecare valoare a lui n, timpul de executie respectiv este O(n¥), unde k este o constanti
intreaga.

Propozitia 3.2.1. O conditie suficientd ca o functie g(n) s dea o comportare asimptotica de tip O pentru o
functie f(n), adica f(n) = O(g(n)), este sa existe o constantd ng € Nastfel incat pentru orice n = ng sa fie
indeplinite urmatoarele conditii:

a) g(n) > 0;



b)limy, ., % sd existe si sa fie finita.
f(m)

T Aceasta inseamni ci Ve > 0, Ing () astfel incat

Demonstratie: Fie | = limp_e
) - T fm L fm
g(n)—3|?f,Vn;no(s).Adlca £<g(n) l<e=1 £<g(n)

f(n .

e<1l= e | +1, Vn > ng(e). Exista doua constante pozitive ng(e), n? = I + 1 astfel incat

vn > ny(e), g(n) >0, 0 < f(n) < n = g(n). Asadar f(n) = O(g(n)).
Aceasta conditie nu este si necesara. Justificati aceasta afirmatie printr-un contraexemplu.

< I+ £ .Alegand

Exemplul 3.2.2. Fie functiile f (n), g(n) € R definite prin relatiile
f(n) = 10n si g(n) = n2. Daca calculdm f(n) si g(n) pentru 1 <n <9 se obtine: f(1) =10, g(1) = 1; f(2) =20, g(2) =
4; £(3) =30, g(3) = 9; f(4) = 40, g(4) = 16,..., f(9) = 90, g(9) = 81. Pentru n > 10 se observa ci n?>> 10n, adici 0 <
f(n) <g(n).

3.3. Q - notatia

Definitia 3.3.1 f(n) = Q (g(n)) (h—wx) daca g(n) = O(f(n)) (n—0).
.I'Z(g(n)) = {f(n) € R|3c > 0,3n, € N astfel incat f(n) = cg(n) = 0,vn = n,}.
f(n)
c(n)

No
f(n) = Q(g(n))

in studiul algoritmilor, simbolul Q este util pentru a pune in evidentd un timp minim posibil de executie. Asadar
simbolul Q este util in precizarea unei margini asimptotice inferioare nu neaparat tare.

Exercitiu 3.3.1:

Aritati ci 0(f(n)) = {g(n) € R|g € 0(F(n)) n2(F(n))}.

In practica se demonstreaza existenta marginilor asimptotice tari pornind de la margini asimptotice superioare si
inferioare §i nu invers.

3.4. 0 - notatia

Definifia 3.4.1 f(n) = 0 (g(n)) (n—) dacd Yc > 0, Iny € N astfel incit Vn>no, are loc relatia 0< f(n) < cg(n).
Prin urmare,o(g(n)) = {f(n) € Rlvc > 0, Ing € N astfel ca 0 = f(n) < cg(n), Vn =ne}Prin notatia ,,0
vom semnala 0 margine asimptoticd superioara care nu este 0 margine asimptotica superioara tare.

Exemplul 3.4.1.

10n = o(n?), iar 10n? # o(n?).

Conform definitiei simbolului o putem spune ca f(n) = o (g(n)) (n—o0) daca limn_m% exista si este egala cu
0.

O astfel de notatie exprima faptul ca functia f(n) creste strict mai lent decét functia g(n) pentru valori ale lui n
suficient de mari.

Sa observam, de exemplu, ca sin(n) = o(n) implica sin(n) = O(n), dar sin(n) = O(1) nu implica sin(n) = o(1) . Ce
puteti afirma 1n acest sens ?

Propozitia 3.4.2. O conditie necesari si suficienti ca limy, ., f (n) = 0 este ca f(n) = o(1)

3.5. @ - notatia

Definitia 3.5.1. f(n) = @(g(n)) (n—w) dacd Ve > 0, Ing € N astfel incat Vn>ny, are loc relatia f(n) > cg(n) >0.
Simbolul w se raporteaza la Q intr-un mod asemanator lui 0 fata de O.
Asadar,w(g(n)) = {f(n) € RIVc > 0, Iny € N astfel ca f(n) > cg(n) =0, Vn = ny}Se observa ca f(n) =
@(g(n)) daca si numai daca g(n) = o(f(n)).

Asadar o desemneaza o margine asimptotica inferioard care nu este o margine asimptotica inferioara tare.



Exemplul 3.5.1.
= w(n), iar n? # w(n?).
Se observa ci f(n) = w(g(n)) implica lim,, ., En; w0 (daci limita exista).

3.6. ~ - notatia
Definifia 3.6.1.
fn) _

f(n) ~ g(n)(n— o) daca exista lim,, ., e

Propozitia 3.6.1. O conditie necesara si suficienta ca f(n) ~ g(n) (n—wx) este ca

f(n) = g(n) (1+o(1)).

Demonstratie:
Daca f(n) ~ g(n) atunci Izmn_)xfg ; 1 implica

(f) —g() (g@_ ) f@)
g mna oy T 1) = i
Asadar (f(n)- g(n))/ g(n) =o(1), adica f(n)= g(n) (1+o(1)).

Reciproc se demonstreaza asemanator.

limp .,

Propozitia 3.6.2. Daci f(n)~ g(n) (n—w0), atunci f(n)=0(g(n))(n—w).
Demonstratie. exercitiu!

4. Compararea asimptotica a functiilor
Multe dintre proprietatile relatiilor dintre numerele reale se aplica si la compararea asimptotica a functiilor.
Pentru cele ce urmeaza vom presupune ca f(n) si g(n)sunt asimptotic pozitive.

Tranzitivitate :
f(n) = 06(g(n)) sig(n) = O(h(n)) implica f(n) = O(h(n)),

f(n) = 0(g(n)) si g(n) = O(h(n)) implica f(n) = 0(h(n)),
fm) =02(g(m) si g(n) = 2(h(n)) implica f(n) = 2(h(n)),
fm) =o(g@m)) sig(n) = o(h(n)) implicd f(n) = o(h(n)),
f) = w(g(n) sig(n) = w(h(n)) implicd f(n) = w(h(n)).

Reflexivitate:
fm) = o(f(n),
f(m) = 0(f(n)),

Cf) = 2(f (),

Simetrie:

f(n) = 6(f(n)), daca si numai dacag(n) = O(f (n)).

Antisimetrie:

f(n) = 0(f(n)), daca si numai daca g(n) = 2(f (n)).
f(n) = o(f(n)), daca si numai daca g(n) = w(f(n)).

Deoarece aceste proprietdti sunt valide pentru notatii asimptotice, se poate trasa o analogie Intre compararea
asimptotica a doua functii f si g si compararea asimptotica a doud numere reale a si b:

f(n)=0( ()~ a<b

f() = 0(f(n))

f(m) =06(f(n)

f(n) =o(f(n)) a<b

f(m) =w(f(n)) ~ a>D.

O proprietate a numerelor reale, totusi, nu se transpune la notatii asimptotice:

Trihotomia: pentru orice doud numere reale a si b exact una dintre urmatoarele relatii este adevarata: a <b, a =
b, a>bh.

Desi orice doua numere reale pot fi comparate, nu toate functiile sunt asimptotic comparabile. Cu alte cuvinte,
pentru doud functii f(n) si g(n) , se poate intdmpla sd nu aiba loc nici f (n) = 0(g(n)) , nici f(n) = 2(g(n)) . De
exemplu, functiile n si n***" " nu pot fi comparate utilizand notatii asimptotice, deoarece valoarea exponentului in
ni*inM oscileaza intre 0 si 2, luand toate valorile intermediare.

& a2 n

2

EXERCITII:

Exemplul 3.1.1.

(n+1)°=06(n°) (1)
(5 + ( 2n)0.5)0.5 = @(nO.ZS) (2)
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(1+7/n)" = O(1) 3)

Exemplul 3.4.2.

n*=o(n") (1)

5log n = o(n%%) (2)

sinn =o0(n) (3)
5.2n%5=0(n/8 + 9 sin n) 4)
Exemplul 1.3.9.

n*+3n®-2~nt (1)

(5n + 1)? ~ 25n2 2)
en°+7n%+1

[ (3n3+5) ) ~2n? (3)

4" +8logn+78~4" 4)
sin1/n~1/n (5)
n+sinn~n (6)

5. RELATII RECURENTE

Cel mai important castig al exprimarii recursive este faptul cd ea este naturald si compactd, fard sa ascunda
esenta algoritmului prin detaliile de implementare. Pe de alta parte, apelurile recursive trebuie folosite cu
discernamant, deoarece solicitd si ele resursele calculatorului (timp si memorie). Analiza unui algoritm recursiv
implica rezolvarea unui sistem de recurente. Vom vedea in continuare cum pot fi rezolvate astfel de recurente.

Cand un algoritm contine o apelare recursiva la el insusi, timpul sdu de executie poate fi descris adesea printr-0
recurentd. O recurentd este o ecuatie sau o inegalitate care descrie Intregul timp de executie al unei probleme de
dimensiune n cu ajutorul timpilor de executie pentru date de intrare de dimensiuni mici. Putem, apoi, folosi
instrumente matematice pentru a rezolva problema de recurentd si pentru a obtine margini ale performantei
algoritmului.

O recurentd pentru timpul de executie al unui algoritm de tipul divide si stapaneste se bazeaza pe cele trei
etape definite in descrierea metodei. La fel ca pana acum, vom nota cu T(n) timpul de executie al unei probleme de
dimensiune n. Daca dimensiunea problemei este suficient de mica, de exemplu N<'¢ pentru o anumitd constanta C,
solutia directd ia un timp constant de executie, pe care il vom nota cu @(1). Sa presupunem ca divizim problema in
a subprobleme, fiecare dintre acestea avand dimensiunea de 1/b din dimensiunea problemei originale. Daca D(n)
este timpul necesar pentru a divide problema in suprobleme, iar C(n) este timpul necesar pentru a combina solutiile
subproblemelor 1n solutia problemei originale, obtinem recurenta

e(n), n<c
I = aT (g) +D(n)+Cn), n>c

5.1 Metoda master

Metoda master furnizeaza o ,,reteta” pentru rezolvarea recurentelor de forma
T(n)=aT(n/b)+ f(n) (5.1)

unde a> 1 si b>1sunt constante, iar f(n) este o functie asimptotic pozitivd. Metoda master pretinde memorarea a
trei cazuri, dar apoi solutia multor recurente se poate determina destul de usor, de multe ori fara creion si hartie.
Recurenta (1.4.1) descrie timpul de executie al unui algoritm care imparte o problema de dimensiune n in a
subprobleme, fiecare de dimensiune b/n, unde a si b sunt constante pozitive. Cele a subprobleme sunt rezolvate
recursiv, fiecare in timp T(n/b). Costul divizarii problemei si al combinarii rezultatelor subproblemelor este descris
de functia f(n) (Adica, utilizand notatia f(n)=D(n) + C(n)). Din punctul de vedere al corectitudinii tehnice,
recurenta nu este, de fapt, bine definitd, deoarece n/b ar putea sa nu fie intreg. Inlocuirea fiecruia dintre cei a
termeni T(n/b) fie cu T(In/b]) fie cu T(In/bl) nu afecteaza, totusi, comportamentul asimptotic al recurentei. in
mod normal, ne va conveni, de aceea, sd omitem functiile parte intreagd inferioard si superioara cand scriem
recurente divide si stdpaneste de aceastd forma.
Teorema master
Metoda master depinde de urméatoarea teorema.
Teorema 5.1.1. (teorema master) Fie a> 1 si b>1 constante, fie f(n) o functie si fie T(n) definitd pe intregii
nenegativi prin recurentd
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T(n)=aT(n/b) + f(n)

unde interpretim n/b fie ca [n/b] fie ca [n/bl. Atunci T(n) poate fi delimitati asimptotic dupd cum urmeaza.

1. Daci f(n) = O(nlogg_s )pentru 0 anumitd constanta & >0, atunciT (n) = B(nlogg )
2. Daci f(n) = @(nlogg ), atunci T(n) = Q(ngg lg n).
3. Dacid f(n) = Q(nwﬂgw ), pentru o anumitd constantd & >0 si dacd af (n/b) < cf(n) pentru o

anumiti constanti ¢ < 1si toti n suficient de mari, atunci T(n) = B(f(n)).

Inainte de a aplica teorema master la citeva exemple, si ne oprim putin ca si intelegem ce spune. In fiecare
dintre cele trei cazuri, compardm functia f(n) cu functia n'°%?, Intuitiv, solutia recurentei este determinatd de cea
mai mare dintre cele doud functii. Dacd functia n'® ,* este mai mare, ca in cazul 1, atunci solutia este
T(n) = B(n‘!"«g 5 ) Daci functia f(n) este mai mare, ca in cazul 3, atunci solutia este T(n) = @( f (n)). Daci cele
doua functii sunt de acelasi ordin de marime, ca in cazul 2, inmultim cu un factor logaritmic, iar solutia este

T(n) = Q(ngg lg n) =0(f(n)lgn).

Dincolo de aceasta intuitie, exista niste detalii tehnice care trebuie intelese.

In primul caz, f(n) trebuie nu numai si fie mai mica decat n'°%?, trebuie si fie polinomial mai mica. Adici f(n)
trebuie sa fie asimptotic mai mica decat n'°%?2 cu un factor n¢ pentru o anumiti constantd & >0. In al treilea caz, f(n)
trebuie nu numai s fie mai mare decat n'°%?, trebuie sa fie polinomial mai mare si, in plus, sa verifice conditia de
yregularitate” af (n/b) < cf (n). Aceasti conditie este satisficutd de majoritatea functiilor polinomial marginite pe
care le vom intalni.

Exista un gol intre cazurile 1 si 2 cand f(n) este mai mic decat n'® y? dar nu polinomial mai mic. Analog existi
un gol intre cazurile 2 si 3 cand f(n) este mai mare decat ', dar nu polinomial mai mare. Daca functia f(n) cade
intr-unul dintre aceste goluri, sau cand conditia de regularitate din cazul 3 nu este verificata, metoda master nu
poate fi utilizatd pentru a rezolva recurenta.

Exemplu 5.1.1.

T(n) = 9T(n/3) + n.

Pentru aceasta recurentd, avem a = 9, b = 3, f(n) = n si astfel n'9,°= T(n)= n'95°=0(n?).

Deoarece f(n)= O(n'?3*%), unde ¢ = 1, putem sa aplicim cazul 1 al teoremei master si sa considerdm ca solutia
este T(n)= O(n?).

Exemplu 5.1.2.

T(n)=T(2n/3) + 1.

Pentru aceasta recurentd, avem a=1, b= 3/2, f(n)=1 si n'%%?= n'®9 3= n® =1. Cazul 2 este cel care se aplici
deoarece f(n)= @(n'%,*)= O(1) si astfel solutia recurentei este

T(n)= 6(lg n).

Exemplu 5.1.3.

T(n) = 3T(n/4) + nign,

Pentru aceasti recurenti, avem a=3, b=4, f(n)= nlgn si n'*%2=n'%3, =0(n®"%). Deoarece f(n)=Q(n'%,**%), unde ¢
~ 0.2, cazul 3 se aplica daca putem arata ca pentru f(n) este verificata conditia de regularitate. Pentru n suficient de
mare,

af(n/b)=3(n/4)lg (n/4) < (3/4)nlgn = cf(n) pentru ¢ = 3/4.
in consecinta, din cazul 3, solutia recurentei este T(n)= O(nlign).

Exemplu 5.1.4.
Metoda master nu se aplicd recurentei
T(n)=2T(n/2) + nlign,
chiar dacd are forma potrivitd: a=2, b=2, f(n)= nlgn si n'%* = n. Se pare ci ar trebui si se aplice cazul 3,
deoarece f(n)= nlgn este asimptotic mai mare decat n'®%? = n, dar nu polinomial mai mare. Raportul f(n)/n'%;? =
(nlgn)/n este asimptotic mai mic decat n®pentru orice constanti pozitiva & In consecinti, recurenta cade in golul
dintre cazurile 2 si 3.

5.2. Metoda ecuatiilor caracteristice

5.2.1. Recurente liniare omogene

Exista tehnici care pot fi folosite aproape automat pentru a rezolva anumite clase de recurente. Vom considera
recurente liniare omogene, de forma
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aoth + arthg ...t &tk =0 (5.2.1)
unde ti sunt valorile pe care le cautiam, iar coeficientii aj sunt constante.
Vom cauta solutii de forma
th = X"

unde X este o constanta (deocamdati necunoscuti). Incercim aceasta solutie in (5.2.1) si obtinem

aox"+ ax™ + ..+ ax™ =0,
Solutiile acestei ecuatii sunt fie solutia triviala X = 0, care nu ne intereseaza, fie solutiile ecuatiei

ax“+ax“'+ ... +a=0

care este ecuatia caracteristica a recurentei (1.4.2).
Presupunand deocamdata ca cele k radacini ry, ro, ..., Ik ale acestei ecuatii caracteristice sunt distincte, orice

combinatie liniara
k
— n
ty = Z Giry

i=1
este o solutie a recurentei (5.2.1), unde constantele ci, Cy, ..., Ck sunt determinate de conditiile initiale. Este
remarcabil ca (1.4.2) are numai solutii de aceasta forma.

Exemplu 5.2.1.
Recurenta care defineste sirul lui Fibonacci:
th=th1+ the n>2
iarto =0, t; = 1. Putem si rescriem aceastd recurenta sub forma t, - th.1 - th2 = 0 care are ecuatia caracteristica X2 -
X - 1 =0 cu radacinile ri» = (1+V5)/2. Solutia generala are forma

th = a1t + et

Impunand conditiile initiale, obtinem

c1tc2=0, n=0
rcCi+r.c, =1, n=1
de unde determinam
Ci2= +1/45

Deci, t, = 1/v5 (* — r*). Observam ci r1 = ¢ = (1+V5)/2, r2 = - ¢t si obtinem tn = 1N5(4" - (-¢)™)
Putem sa aratdm acum ca timpul pentru algoritmul care determina sirul Fibonacci este in @(¢").
Se poate arata ca, daca r este o radacina de multiplicitate m a ecuatiei caracteristice, atunci
th=r" th=nr", t,=n4", ..., ty=n""
sunt solutii pentru (1.4.2). Solutia generala pentru o astfel de recurenta este atunci o combinatie liniara a acestor
termeni §i a termenilor proveniti de la celelalte radacini ale ecuatiei caracteristice. Din nou, sunt de determinat
exact k constante din conditiile initiale.

Exemplu 5.2.2.
Fie recurenta t, = 5t.1 - 8th.2 + 4ths iar to = 0, t1 = 1, t, = 2. Ecuatia caracteristica
x3-5x2 +8x-4=0
are radacinile 1 (de multiplicitate 1) si 2 (de multiplicitate 2). Solutia generala este:
th = 11"+ c22" + c3n2"
Din conditiile initiale, obtinem €1 = -2, ¢, = 2, €3 = -1/2.

5.2.2. Recurente liniare neomogene
Consideram acum recurente de urmatoarea forma mai generala
aotn + artna + ... + aktnk = b"p(n) (5.2.2)
unde b este o constantd, iar p(n) este un polinom in n de grad d. Ideea generala este ca, prin manipulari
convenabile, si reducem un astfel de caz la o forma omogena.

Exemplu 5.2.3.
De exemplu, o astfel de recurenta poate fi:
th- 2th1 = 3"

In acest caz, b = 3 si p(n) = 1, un polinom de grad 0. O simpla manipulare ne permite sa reducem acest exemplu
la forma (1.4.2). Inmultim recurenta cu 3, obtinand 3t, - 6t,.1 = 3" . Inlocuind pe n cu n+1 in recurenta initiala,
avem tps1 - 2tn = 3™, In fine, scidem aceste doua ecuatii si obtinem tn+1 - 5ty + 6tq.1 = 0.

Am obtinut o recurenta omogena pe care o putem rezolva ca 1n sectiunea precedentd. Ecuatia caracteristica este:

x2-5x+6=0
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adica (x-2)(x-3) = 0.
Intuitiv, observam ca factorul (X-2) corespunde partii stingi a recurentei initiale, in timp ce factorul (x-3) a
aparut ca rezultat al manipuldrilor efectuate, pentru a scapa de partea dreapta.
Generalizand acest procedeu, se poate ardta ca, pentru a rezolva (1.4.3), este suficient sd ludm urmatoarea
ecuatie caracteristica:
(aox*+ apx*L+ ... + a)(x-b)*1 =0
Odata ce s-a obtinut aceasta ecuatie, se procedeaza ca in cazul omogen.

5.2.3. Schimbarea variabilei

Uneori, printr-o schimbare de variabild, putem rezolva recurente mult mai complicate. In exemplele care
urmeazd, vom nota cu T(n) termenul general al recurentei si cu tx termenul noii recurente obtinute printr-o
schimbare de variabila. Presupunem pentru inceput ca n este o putere a lui 2.

Exemplu 5.2.4.
Fie recurenta T(n) = 4T(n/2) + n, n> 1 in care inlocuim pe n cu 2¥, notam tx = T(2) = T(n) si obtinem tx = 4t1 +
2% Ecuatia caracteristica a acestei recurente liniare este
(x-4)(x-2) = 0 cu rsi deci,
= C14k + szk.
Inlocuim la loc pe k cu Ig n si obtinem
T(n) = cin?+ can
Rezulta ca
T(n) €0(n?| n este o putere a lui 2).

EXERCITII:
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Il. PROIECTAREA ALGORITMILOR
PRELIMINARII

1. TEHNICA DIVIDE ET IMPERA.

In aceasta sectiune vom examina o abordare numiti divide si stapineste. Vom utiliza aceastd abordare
pentru a construi un algoritm de sortare. Unul din avantajele algoritmilor de tipul divide si stapineste este acela ca
timpul lor de executie este adesea usor de determinat folosind tehnici date mai sus.

Multi algoritmi au o structurd recursiva: pentru a rezolva o problema datd, acestia sunt apelati o data sau de
mai multe ori pentru a rezolva subproblemele apropiate. Acesti algoritmi folosesc de obicei 0 abordare de tipul
divide si stapineste: ei rup problema de rezolvat in mai multe probleme similare problemei initiale, dar de
dimensiune mai mica, le rezolva in mod recursiv si apoi le combina pentru a crea o solutie a problemei initiale.

Paradigma divide si stapineste implica trei pasi la fiecare nivel de recursivitate:

e Divide problema intr-un numir de subprobleme.

e  Stapineste subproblemele prin rezolvarea acestora in mod recursiv. Dacd dimensiunile acestora sunt
suficient de mici, rezolva subproblemele in mod uzual, nerecursiv.

e  Combina solutiile tuturor subproblemelor in solutia finald pentru problema initiala.

1.1. Sortarea prin interclasare.

Algoritmul de sortare prin interclasare urmeaza indeaproape paradigma divide si stapineste. Intuitiv acesta
opereaza astfel:

Divide: Imparte sirul de n elemente care urmeaza a fi sortat in dou subsiruri de cate n/2 elemente.

Stapipneste: Sorteaza recursiv cele doud subsiruri utilizind sortarea prin interclasare.

Combina: Interclaseaza cele doua subsiruri sortate pentru a produce rezultatul final.

Sa observam ca recursivitatea se opreste cind sirul de sortat are lungimea 1,caz in care nu mai avem nimic de
facut, deoarece orice sir de lungime 1 este deja sortat.

Operatia principala a algoritmului de sortare prin interclasare este interclasarea a doua siruri sortate, in pasul
denumit mai sus combind. Pentru aceasta vom utiliza o procedura auxiliara MERGE(A,p,q,r), unde A este vector,
si p,g,r sunt indici ai vectorului, astfel incit p <g < r. Procedura presupune ca subvectorii A[p..q] si A[q+1..r] sunt
sortati. Ea interclaseaza pentru a forma un subvector sortat care inlocuieste subvectorul curent A[p..r].

Desi vom lasa pseudocodul pentru aceastd procedurd ca exercitiu, este usor de imaginat o procedurd de tip
MERGE al carei timp de executie este de ordinul ®(n), in care n = r — p + 1 este numarul elementelor
interclasate. Revenind la exemplul nostru cu cartile de joc, s presupunem ca avem doud pachete de carti de joc
agezate pe masa cu fafa in sus. Fiecare dintre aceste doud pachete de carti este sortat, cartea cu valoarea cea mai
mica fiind deasupra. Dorim sa amestecam cele doud pachete intr-un singur pachet sortat, care sa ramind asezat pe
masé cu fata in jos. Pasul principal este acela de a selecta cartea cu valoarea cea mai mica dintre cele doua aflate
deasupra pachetelor (fapt care va face ca o noua carte sa fie deasupra pachetului respectiv) si de a o pune cu fata in
jos pe locul in care se va forma pachetul sortat final. Repetam acest procedeu pina cind unul din pachete nu este
iepuizat. In aceasta faza, este suficient sa luim pachetul rimas si si-1 punem pe pachetul deja sortat, intorcind toate
cartile cu fata in jos. Din punctul de vedere al timpului de executie, fiecare pas de bazd dureaza un timp constant,
deoarece compardm de fiecare datd doar doud carti. Deoarece avem de facut cel mult n astfel de operatii
elementare, timpul de executie pentru procedura MERGE este ®(n).

MERGE- SORT (A, p, 1)

if p<r
then g — [(p + 1)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, g+1, 1)
MERGE (A, p,q, 1)

aogrwbdE

Acum putem utiliza procedura MERGE ca subrutina pentru algoritmul de sortare prin interclasare.

Procedura MERGE- SORT (A, p, r) sorteazd elementele din subvectorul A[p,..r]. Daca p > r, subvectorul
are cel mult un element si este, prin urmare, deja sortat. Astfel pasul de divizare este prezent aici prin simplul calcul
al unui indice q care imparte A[p..r] in doi subvectori A[p..q], continind [n/2] elemente si A[q+1..r] continind [n/2]
elemente. Pentru a sorta intregul sir A = < A[1], A[2],..A[n]>, vom apela procedura MERGE-SORT (A, 1, lungime
[A] ), unde din nou , lungime [A] = n. Daca analizam modul de operare al procedurii, de jos in sus, cind n este o
putere a lui 2, algoritmul consta din interclasarea perechilor de siruri de lungime 1, pentru a forma siruri sortate de
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lungime 2, interclasarea acestora in siruri sortate de lungime 4, si asa mai departe, pind cind doud siruri sortate de
lungime n/2 sunt interclasate pentru a forma sirul sortat de dimensiune n. Figura 2.1 ilustreaza acest proces.

sir ordonat

12 23456

N

2 4 576 1N 3 6

g

N N
5 6 173 > 6
5 M4 e |1 NN 6

Fig. 1.1. Modul de operare al sortarii prin interclasare asupra vectorului
A= <5,24,6,1,3,2,6>. Lungimile sirurilor sortate, in curs de interclasare, cresc pe masurd ce algoritmul
avanseaza de jos in sus.

1.1.1 Analiza algoritmilor de tipul divide si stapineste

Cind un algoritm contine un apel recursiv la el insusi, timpul sau de executie poate fi, adesea, descris printr-o
relatie de recurentid sau mai simplu, recurentd, care descrie intregul timp de executie al unei probleme de
dimensiune n cu ajutorul timpilor de executie pentru date de intrare de dimensiuni mai mici. Putem, apoi, folosi
instrumente matematice pentru a rezolva problema de recurentd si pentru a obtine margini ale performantei
algoritmului.

O recurentd pentru timpul de executie al unui algoritm de tipul divide si stdpineste se bazeaza pe cele trei
etape definite in descrierea metodei. La fel ca pina acum, vom nota cu T(n) timpul de executie al unei probleme de
dimensiune n. Daca dimensiunea problemei este suficient de mica, de exemplu n < ¢ pentru o anumita constanta c,
solutia directd ia un timp constant de executie, pe care il vom nota cu ®(1). Sa presupunem cé divizdm problema In
a subprobleme, fiecare dintre acestea avind dimensiunea de b ori mai mica decat dimensiunea problemei originale.
Daca D(n) este timpul necesar pentru a divide problema in suprobleme, iar C(n) este timpul necesar pentru a
combina solutiile subproblemelor in solutia problemei originale, obtinem recurenta

T(m = o), n<c
(=1 aT(n/b)+ D)+ C(n), n>c

1.1.2. Analiza sortirii prin interclasare
Desi algoritmul MERGE-SORT functioneaza corect si cind numarul de elemente nu este par, analiza bazata
pe recurenta se simplifica daca presupunem cd dimensiunea problemei originale este o putere a lui 2. Fiecare pas de
impartire genereazi deci doud subsiruri avind dimensiunea exact n/2. In continuare vom vedea ci aceasti
presupunere nu afecteaza ordinul de crestere a recurentei.

Pentru a determina recurenta pentru T(n), timpul de executie al sortdrii prin interclasare a n numere, in cazul
cel mai defavorabil, vom rationa in felul urmator. Sortarea prin interclasare a unui singur element are nevoie de un
timp constant. Cind avem n>1 elemente, vom descompune timpul de executie dupa cum urmeaza:

Divide: La acest pas, se calculeazd doar mijlocul subvectorului, calcul care are nevoie de un timp constant de
executie. Astfel, D(n) = ©(1).

Stapineste: Rezolvam recursiv doud probleme fiecare de dimensiune n/2,care contribuie cu 2T(n/2) la timpul de
executie.

Combina: Am observat, deja cd procedura MERGE pentru un subvector cu n elemente consuma ®(n) timp de
executie, deci C(n)= O(n).

Cind adunam functiile D(n) si C(n) pentru analiza sortarii prin interclasare, adunam o functie cu timpul de
executie ®(1). Aceasta suma este o functie lineard in raport cu n, adica are timpul de executie ®(n). Adaugind
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aceasta la termenul 2T(n/2) de la pasul stapineste, obtinem timpul de executie T(n) in cazul cel mai defavorabil
pentru sortarea prin interclasare:
o), n=1
T(n) ={ @)

2T(n/2)+0O(n), n>1

Se poate arata ca T(n) este ®(nlgn) unde Ign reprezinta logon. Pentru numere suficient de mari, sortarea prin
interclasare, are timpul de executie ®(nlgn).

2. TEHNICA GREEDY

Algoritmii greedy (greedy = lacom) sunt in general simpli si sunt folositi pentru rezolvarea problemelor de
optimizare, cum ar fi: si se gdseasca cea mai buna ordine de executare a unor lucrari pe calculator, si se gaseasca
cel mai scurt drum intr-un graf etc. Algoritmii aplicati problemelor de optimizare sunt compusi dintr-o secventa de
pasi, la fiecare pas existdnd mai multe alegeri posibile Un algoritm greedy va alege la fiecare moment de timp
solutia ce pare a fi cea mai buna la momentul respectiv. Deci este vorba despre o alegere optima, facuta local, cu
speranta ca ea va conduce la un optim global. Acest capitol trateaza probleme de optimizare ce pot fi rezolvate cu
ajutorul algoritmilor greedy.

Algoritmii greedy conduc in multe cazuri la solutii optime, dar nu intotdeauna.

2.1. O problema de selectare a activitatilor

Primul exemplu pe care il vom considera este o problema de repartizare a unei resurse mai multor activitati care
concureaza pentru a obtine resursa respectivd. Vom vedea ca un algoritm de tip greedy reprezinta o metoda simpla
si elegantd pentru selectarea unei mulfimi maximale de activitati mutual compatibile.

Sa presupunem cé dispunem de o mulfime S = 1,2,..., n de n activitdti care doresc sa foloseasca o aceeasi resursa
(de exemplu o sala de lecturd). Aceasta resursa poate fi folosita de o singura activitate la un anumit moment de
timp. Fiecare activitate i are un timp de pornire s; si un timp de oprire fi, unde s; < fi . Daca este selectionata
activitatea i, ea se desfasoard pe durata intervalului [s;, fi). Spunem ca activitatile i si j sunt compatibile daca
intervalele [si, fi) si [S;j, fj) nu se intersecteaza (adica i i j sunt compatibile daca s; > fj sau s > fi). Problema selectarii
activitatilor consta din selectarea unei mulfimi maximale de activitati mutual compatibile.

Un algoritm greedy pentru aceastd problema este descris de urmatoarea procedurd, prezentatd in pseudocod.
Vom presupune ca activitatile (adicd datele de intrare) sunt ordonate crescator dupa timpul de terminare:

fi <f, <..<fy (2.1)

In caz contrar aceasta ordonare poate fi facuti in timp O(nlgn). Algoritmul de mai jos presupune ci datele de

intrare s si f sunt reprezentate ca vectori.

SELECTOR-ACTIVITATI-GREEDY (s, f)
1: n <« lungime[s]

2: A« {1}
3j«1
4:fori«2tondo
5. ifsi>f; then
6: A<« AU({i}
7. i

8: returneaza A

Operatiile realizate de algoritm pot fi vizualizate in figura 2.1. in multimea A se introduc activitatile selectate.
Variabila j identificd ultima activitate introdusa in A. Deoarece activitatile sunt considerate in ordinea
nedescrescatoare a timpilor lor de terminare, fj, va reprezenta intotdeauna timpul maxim de terminare a oricarei
activitati din A. Aceasta inseamna ca

fi = max{fi : € A} (2.2)

In liniile 2-3 din algoritm se selecteaza activitatea 1, se initializeaza A astfel incat sd nu contind decat aceastd
activitate, iar variabila j ia ca valoare aceasti activitate. In continuare liniile 4-7 considera pe rand fiecare activitate
i si 0o adaugd multimii A daca este compatibila cu toate celelalte activitati deja selectate. Pentru a vedea daca
activitatea i este compatibila cu toate celelalte activitati existente la momentul curent in A, este suficient, conform
formulei (2.2), sa fie indeplinita conditia din linia 5 adicd momentul de pornire S, sa nu fie mai devreme decat
momentul de oprire fj, al activitatii cel mai recent adaugate multimii A. Daca activitatea i este compatibild, atunci in
liniile 6-7 ea este addugatd multimii A, iar variabila j este actualizati. Procedura SELECTOR-ACTIVITATI-
GREEDY este foarte eficientd. Ea poate planifica o multime S de n activitati in ®(n), presupunand ca activitatile
au fost deja ordonate dupa timpul lor de terminare. Activitatea aleasd de procedura SELECTOR-ACTIVITATI-
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GREEDY este intotdeauna cea cu primul timp de terminare care poate fi planificatd legal. Activitatea astfel
selectata este o alegere "greedy" (lacoma) in sensul cd, intuitiv, ea lasd posibilitatea celorlalte activitati ramase
pentru a fi planificate. Cu alte cuvinte, alegerea greedy maximizeaza cantitatea de timp neplanificatd ramasa.
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Figura 2.1. Operatiile algoritmului SELECTOR-ACTIVITATI-GREEDY asupra celor 11 activitati date in
stanga. Fiecare linie a figurii corespunde unei iteratii din ciclul pentru din liniile 4-7. Activitatile care au fost
selectate pentru a fi incluse in multimea A sunt hasurate, iar activitatea curenta i este nehasuratd. Daca timpul de
activitatea este ignoratd, In caz contrar (sageata este indreptatd spre dreapta), activitatea este acceptatd si este
adaugatda multimii A.

2.1.1. Demonstrarea corectitudinii algoritmului greedy

Algoritmii de tip greedy nu furnizeaza intotdeauna solutiile optime. Cu toate acestea, algoritmul SELECTOR-
ACTIVITATI-GREEDY determind intotdeauna o solutie optimad pentru o instantd a problemei selectarii
activitatilor.

Teorema 2.1. Algoritmul SELECTOR-ACTIVITATI-GREEDY furnizeazi solutii de dimensiune maxima
pentru problema selectarii activitatilor.

Demonstratie. Fie S = {1,2,..., n} multimea activitatilor care trebuie planificate. Deoarece presupunem ca
activitatile sunt ordonate dupa timpul de terminare, activitatea 1 se va termina cel mai devreme. Vrem sa aratim ca
exista o solutie optima care incepe cu activitatea 1, conform unei alegeri greedy.

Sa presupunem ca A S este o solutie optima pentru o instantd datd a problemei selectarii activitagilor. Vom
ordona activitatile din A dupa timpul de terminare. Mai presupunem ca prima activitate din A este activitatea k.
Daca k = 1, planificarea multimii A incepe cu o alegere greedy. Dacad k # 1 vrem sa aratam ca exista o alta solutie
optima B a lui S care incepe conform alegerii greedy, cu activitatea 1. Fie B =A - {k} UU {I}. Deoarece f; <f,
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activitatile din B sunt distincte, si cum B are acelasi numar de activitati ca si A, B este de asemenea optima. Deci B
este o solutie optima pentru S, care contine alegerea greedy a activitatii 1. Am aratat astfel ca existd intotdeauna o
planificare optima care incepe cu o alegere greedy.

Mai mult, o datd ce este facutd alegerea greedy a activitatii 1, problema se reduce la determinarea solutiei
optime pentru problema selectarii acelor activitati din S care sunt compatibile cu activitatea 1. Aceasta inseamna ca
daca A este o solutie optimd pentru problema initiald, atunci A' = A -{1} este o solutie optima pentru problema
selectdrii activitatilor

S'={i €S, si>fi}. De ce? Dacd am putea gasi o solutie B' pentru S' cu mai multe activitati decat A', adaugarea
activititii 1 la B' va conduce la o solutie B a lui S cu mai multe activititi deciat A, contrazicindu-se astfel
optimalitatea multimii A. in acest mod, dupa ce este facuta fiecare alegere greedy, ceea ce ramane este o problema
de optimizare de aceeasi forma ca problema initiald. Prin inductie dupd numarul de alegeri facute, se arata ca
realizand o alegere greedy la fiecare pas, se obtine o solutie optima.

2.2. Coduri Huffman

Codurile Huffman reprezintd o tehnica foarte utilizata si eficientd pentru compactarea datelor; in functie de
caracteristicile figierului care trebuie comprimat, spatiul economisit este intre 20% si 90%. Algoritmul greedy
pentru realizarea acestei codificari utilizeaza un tabel cu frecventele de aparitie ale fiecarui caracter. Ideea este de a
utiliza o modalitate optima pentru reprezentarea fiecarui caracter sub forma unui sir binar.

Sa presupunem ca avem un fisier ce contine 100.000 de caractere, pe care dorim sd il memoram intr-o forma
compactatd. Frecventele de aparitie ale caracterelor in text sunt date de figura 2.2: existd doar sase caractere diferite
si fiecare dintre ele apare de 45.000 de ori.

a b c d e f
Frecventa(in mii) 45 13 12 16 9 5
Cuvantcodificat; | g5 | 91| 010| o011| 100| 101

lungime fixa
Cuvant codificat;

lungime variabila

0 101 100 111 | 1101 1100

Figura 2.2. O problema de codificare a caracterelor. Un fisier de 100.000 de caractere contine doar caracterele
a-1f, cu frecventele indicate. Daca fiecarui caracter i este asociat un cuvant de cod pe 3 biti, fisierul codificat va
avea 300.000 de biti. Folosind codificarea cu lungime variabila, fisierul codificat va ocupa doar 224.000 de biti.

Exista mai multe modalitati de reprezentare a unui astfel de fisier. Vom considera problema proiectarii unui cod
binar al caracterelor (pe scurt cod) astfel incat fiecare caracter este reprezentat printr-un si binar unic. Daca
utilizdm un cod de lungime fixa, avem nevoie de 3 biti pentru a reprezenta sase caractere: a=000,b=001,
..., f=101. Aceastd metoda necesita 300.000 de biti pentru a codifica tot fisierul. Se pune problema daca se
poate face o compactare si mai buna.

O codificare cu lungime variabilad poate imbunatati semnificativ performantele, atribuind caracterelor cu
frecvente mai mari cuvinte de cod mai scurte iar celor cu frecvente mai reduse cuvinte de cod mai lungi. Figura
2.3(b) prezinta o astfel de codificare; sirul 0 avand lungimea de 1 bit reprezintd caracterul a in timp ce girul 1100
de lungime 4 reprezinta caracterul £. Aceastd codificare necesitd (45 ¢ 1+ 13+34-12¢3+ 163 +94+5<4)+
1.000 = 224.000 biti pentru a reprezenta un fisier si economiseste aproximativ 25% din spatiu. Vom vedea ca
aceasta este de fapt o codificare-caracter optima pentru acest fisier.

|a:45| |b:l3| |c:12| |d:l6| | e:9 | | £:5 |

(a)

Figura 2.3. Arborii corespunzatori schemelor de codificare din figura 2.2. Fiecare frunza este etichetatd cu un
caracter si cu frecventa de aparitie a acestuia. Fiecare nod intern este etichetat cu suma ponderilor frunzelor din
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subarborele aferent. (a) Arborele corespunzator codificarii de lungime fixa a=000, ..., £=101. (b) Arborele
asociat codificarii prefix optime a=0,b=101, ..., £=1100.

2.2.1. Coduri prefix

Vom considera in continuare doar codificarile in care nici un cuvant de cod nu este prefixul altui cuvant. Astfel
de codificari se numesc codificari prefix. Se poate arata ca o compresie optima a datelor, realizatd prin codificarea
caracterelor, poate fi realizata si prin codificarea prefix, deci considerarea codificarii prefix nu scade din
generalitate.

Codificarea prefix este utild deoarece simplifica atit codificarea (deci compactarea) cat si decodificarea.
Codificarea este intotdeauna simpla pentru orice codificare binara a caracterelor; se concateneaza cuvintele de cod
reprezentand fiecare caracter al fisierului. De exemplu, prin codificarea prefix avand lungime variabila din figura
17.3, putem codifica un fisier de 3 caractere abc astfel: 0¢101100=0101100, unde semnul "*" reprezintd operatia
de concatenare.

Decodificarea este de asemenea relativ simpld pentru codurile prefix. Cum nici un cuvant de cod nu este
prefixul altuia. inceputul oricirui fisier codificat, nu este ambiguu. Putem deci sa identificim cuvantul initial de
cod, sd 1l "traducem" in caracterul original, sa-l1 indepartam din fisierul codificat si sd repetdm procesul pentru
fisierul codificat ramas. In exemplul nostru, sirul 001011101 se translateaza automat in 0+0+101+1101, secventd
care se decodifica in aabe.

Procesul de decodificare necesitd o reprezentare convenabila a codificarii prefix astfel incat cuvantul initial de
cod sa poata fi usor identificat. O astfel de reprezentare poate fi datd de un arbore binar ale carui frunze sunt
caracterele date. Interpretim un cuvant de cod binar pentru un caracter ca fiind drumul de la radacina pana la
caracterul respectiv, unde 0 reprezinta "mergi la fiul stang" iar 1 "mergi la fiul drept". In figura 3 sunt prezentati
arborii pentru cele doua codificari ale exemplului nostru. Observati cd acestia nu sunt arbori binari de cautare.
deoarece frunzele nu trebuie sa fie ordonate, iar nodurile interne nu contin chei pentru caractere.

O codificare optima pentru un figier este intotdeauna reprezentata printr-un arbore binar complet, in care fiecare
varf care nu este frunza are doi fii.

Codificarea cu lungime fixa din exemplul de mai sus nu este optima deoarece arborele asociat, prezentat in
figura 3(a), nu este un arbore binar complet: existd doud cuvinte de cod care incep cu 10..., dar nici unul care sa
inceapa cu 11.... Conform celor de mai sus ne putem restrange atentia numai asupra arborilor binari completi, deci
daca C este alfabetul din care fac parte caracterele, atunci arborele pentru o codificare prefix optima are exact |C|
frunze, una pentru fiecare litera din alfabet, si exact |C| - 1 noduri interne.

Dandu-se un arbore T, corespunzator unei codificari prefix, este foarte simplu sd calculam numarul de biti
necesari pentru a codifica un figier. Pentru fiecare caracter ¢ din alfabet, fie f(c) frecventa lui ¢ in fisier si sa notam
cu dr(c) adancimea frunzei in arbore (adica nivelul pe care se afld). Sa observam ca dr(C) reprezintd de asemenea
cuvantul de cod pentru caracterul ¢. Numarul de biti necesari pentru a codifica un fisier este

B(T) = ) f(e)dr(o)

cec
Vom numi acest numar costul arborelui r.

2.2.2. Constructia unui cod Huffman

Huffman a inventat un algoritm greedy care construieste o codificare prefix optima numitd codul Huffman.
Algoritmul construieste arborele corespunzator codificarii optime, intr-o maniera "bottom-up". Se incepe cu 0
multime de | C| frunze si se realizeaza o secventd de | C | -1 operatii de interclasare pentru a crea arborele final.

In algoritmul care urmeazi, vom presupune ci C este o multime de n caractere si fiecare caracter ce C este un
obiect avand o frecventa data f[c]. Va fi folositd o coada de prioritati pentru a identifica cele doua obiecte cu
frecventa cea mai redusd care vor fuziona. Rezultatul interclasarii celor doud obiecte este un nou obiect a cirui
frecventa este suma frecventelor celor doud obiecte care au fost interclasate.

HUFFMAN (C)

1:n«|C|
:Q«C
s pentru i < I, n -1 executa
Z < ALOCA-NoOD()

. X < stanga[z} < EXTRAGE+MIN(Q)
y < dreapta[z] « EXTRAGE-MIN(Q)
f[2] fIXI+F [y]

. INSEREAZA (Q,3)

: returneaza EXTRAGE-MIN(Q)

©O~NDUAWN
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Figura 2.4 Pasii algoritmului Huffman pentru frecventele date in figura 2.2. Fiecare parte ilustreaza continutul
cozii ordonate crescitor dupa frecventd. La fiecare pas, cei doi arbori cu cele mai scizute frecvente fuzioneaza.
Frunzele figureaza ca dreptunghiuri ce contin un caracter si frecventa sa. Nodurile interne figureaza ca cercuri ce
contin suma frecventelor fiilor lor. O muchie care leagd un nod intern cu fiii ei este etichetatd cu 0 daca este o
muchie catre un fiu stang, respectiv cu 1 daca este catre fiul drept. Cuvantul de cod pentru o literda este secventa
etichetelor de pe muchiile care leaga radacina de frunza asociata caracterului respectiv. (a) Multimea initiala de n=6
noduri, unul pentru fiecare litera. (b)-(e) Etape intermediare. (f) Arborele final.

Pentru exemplul nostru, algoritmul lui Huffman lucreaza ca in figura 2.3. Deoarece exista 6 litere in alfabet,
dimensiunea initiald a cozii este n = 6, iar pentru a construi arborele sunt necesari 5 pasi de interclasare. Arborele
final reprezinta codificarea prefix optima. Codificarea unei litere este secventa etichetelor nodurilor ce formeaza
drumul de la radacina la litera.

in linia 2 coada de prioritati Q este initializata cu caracterele din C. Ciclul for din liniile 3-8 extrage in mod
repetat doua noduri X si Y cu cea mai mica frecventd din coadd, si le Inlocuieste in coadda cu un nou nod z,
reprezentand fuziunea lor. Frecventa lui z este calculata in linia 7 ca fiind suma frecventelor lui x si y. Nodul z are
pe X ca fiu stang si pe y ca fiu drept. (Aceastd ordine este arbitrard; interschimbarea fiilor stang si drept ai oricarui
nod conduce la o codificare diferitd, dar de acelasi cost.) Dupa n - 1 fuzionari, unicul nod ramas in coada, radacina
arborelui de codificare, este returnat in linia 9.

2.2.3. Corectitudinea algoritmului lui Huffman

Pentru a demonstra ca algoritmul de tip greedy al lui Huffman este corect, vom ardta ca problema determindrii
unei codificari prefix optime implica alegeri greedy si are o substructurd optima. Urmatoarea lema se refera la
proprietatea alegerii greedy.

Lema 2.1. Fie C un alfabet in care fiecare caracter ¢ € C are frecventa f [C]. Fie X si y doud caractere din C
avand cele mai mici frecvente. Atunci exista o codificare prefix optima pentru C in care cuvintele de cod pentru X si
y au aceeasi lungime si difera doar pe ultimul bit.

Demonstratie. 1deca demonstratiei este de a lua arborele T reprezentand o codificare prefix optima si a-I
modifica pentru a realiza un arbore reprezentind o alta codificare prefix optima. In noul arbore, caracterele x si y
vor apare ca frunze cu acelasi tatd si se vor afla pe nivelul maxim in arbore. Daca putem realiza acest lucru, atunci
cuvintele lor de cod vor avea aceeasi lungime si vor diferi doar pe ultimul bit.
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Fie b si ¢ doua caractere reprezentand noduri terminale (frunze) situate pe nivelul maxim al arborelui T. Fari a
restrange generalitatea, vom presupune ca f[b] < f[c] si f[x] < f[y]. Cum f[x] si f[y] sunt frunzele cu frecventele cele
mai scazute, in aceastd ordine, iar f[b] si f[c] sunt deci frecvente arbitrare, in ordine, avem f[x] < f[b] si f[y] < f[c].
Dupa cum se vede in figura 2.5, vom schimba in T pozitiile lui b si x pentru a produce arborele T, iar apoi vom
schimba in T' pozitiile lui € si Y pentru a obtine arborele T". Conform ecuatiei (17.3), diferenta costurilor lui T si T'
este

B()—B(T')= ) f()dr(c) = ) f(©)dy(c)
ceC CEC

[x]dr(x) + f[bldr(b) — flx]d (x) — f[b]d(b)
[x]dr(x) + f[bldr(b) — flx]d (b) — f[b]d(x)

= (f[b] = fIxD(dr(b) — dr(x)) = 0,

deoarece atat f[b] - f[x] si dr[b] -dr[x] sunt nenegative. Mai precis, f[b] - f[x] este nenegativ deoarece x este
frunza avand frecventa minima iar dr[b] -dr[x] este nenegativ pentru ca b este o frunza aflata pe nivelul maxim in
T. In mod analog, deoarece interschimbarea lui y cu ¢ nu mareste costul, diferenta B(T) < B(T") este nenegativa.
Astfel B(T) <B(T"), ceea ce implica B(T") = B(T). Asadar T" este un arbore optim in care X si y apar ca noduri
terminale frati, i se afla pe nivelul maxim, ceea ce trebuia demonstrat.
Din lema 2.1 se deduce faptul ca procesul de constructie a unui arbore optim prin fuzionari poate, fara a restrange
generalitatea. sd Tnceapa cu o alegere greedy a interclasarii acelor doud caractere cu cea mai redusa frecventa. De ce
este aceasta 0 alegere greedy? Putem interpreta costul unei singure interclasari ca fiind suma frecventelor celor
doud obiecte care fuzioneaza. La fiecare pas, dintre toate interclasarile posibile, algoritmul HUFFMAN o alege pe
aceea care determind costul minim.

——

Lema 2.2. Fie T un arbore binar complet reprezentind o codificare prefix optima peste un alfabet C, unde
frecventa f[c] este definitd pentru fiecare caracter ¢ € C. Consideram doud caractere X si y oarecare care apar ca
noduri terminale frati in T, si fie z tatal lor. Atunci, considerand z ca un caracter avand frecventa f[z] = f[x] + f[y],
arborele T' =T - {x,y} reprezinta o codificare prefix optima pentru alfabetul C' = C -{x,y} U {z}.

Demonstratie. Vom arata mai intai ca B(T), costul arborelui T, poate fi exprimat in functie de costul B(T") al
arborelui T' considerand costurile componente din ecuatia (17.3). Pentru fiecare ¢ € C - {X,y}, avem dr[c] =
d.[c], siflc] de[c] = flc] dyr[c] . Cum dr[x] =dr[y] =d,[z] + 1, avem

flxldr(x) + flyldr(y) = flx] + fyDdr(2) + 1) = flzldz(2) + (f[x] + fIyD),

de unde deducem ca

B(T) = B(T) + flx] + fIyl.

Daca T' reprezinta o codificare prefix care nu este optima pentru alfabetul C', atunci exista un arbore T" ale
carui frunze sunt caractere in C' astfel incat B(T™) < B(T'). Cum z este tratat ca un caracter in C', el va apare ca
frunza in T". Daca addugam X si y ca fiind fiii lui z in T", atunci vom obtine o codificare prefix pentru C avand
costul B(T™) + f[x] + f[y] < B(T), ceea ce intra in contradictie cu optimalitatea lui T. Deci T' trebuie sa fie optim
pentru alfabetul C'.

Figura 2.5 O ilustrare a pasului cheie din demonstratia lemei 2.1. In arborele optim T, b si ¢ sunt doua dintre
frunzele aflate pe cel mai de jos nivel in arbore; aceste noduri se considera frati. X si y sunt doud frunze pe care
algoritmul Huffman le interclaseaza primele; ele apar in pozitii arbitrare in T. Frunzele b si x sunt interschimbate
pentru a obtine arborele T'. Apoi, frunzele ¢ si y sunt interschimbate pentru a obtine arborele T". Cum cele doua
interschimbari nu maresc costul, arborele rezultat T este de asemenea un arbore optim.

2.3. Arbori partiali de cost minim

Fie G =<V, M> un graf neorientat conex, unde V este multimea varfurilor si M este mul{imea muchiilor.
Fiecare muchie are un cost nenegativ (sau o lungime nenegativa). Problema este sa gasim o submulfime A ¢ M,
astfel incét toate varfurile din V sa raméana conectate atunci cdnd sunt folosite doar muchii din A, iar suma
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lungimilor muchiilor din A sa fie cat mai mica. Cautam deci o submultime A de cost total minim. Aceasta problema
se mai numeste si problema conectarii oraselor cu cost minim, avand numeroase aplicatii.

Graful partial <V, A> este un arbore si este numit arborele partial de cost minim al grafului G (minimal
spanning tree). Un graf poate avea mai multi arbori partiali de cost minim si acest lucru se poate verifica pe un
exemplu.

Vom prezenta doi algoritmi greedy care determina arborele partial de cost minim al unui graf. In terminologia
metodei greedy, vom spune ca 0 multime de muchii este o solufie, daca constituie un arbore partial al grafului G, si
este fezabila, daca nu contine cicluri. O multime fezabila de muchii este promitdtoare, daca poate fi completata
pentru a forma solutia optima. O muchie atinge o multime data de varfuri, daca exact un capét al muchiei este in
multime. Urmatoarea proprietate va fi folosita pentru a demonstra corectitudinea celor doi algoritmi.

Proprietatea 2.1 Fie G = <V, M> un graf neorientat conex in care fiecare muchie are un cost nenegativ. Fie W — V
o submultime stricta a varfurilor lui G si fie A = M o mul{ime promitatoare de muchii, astfel incat nici o muchie din
A nu atinge W. Fie m muchia de cost minim care atinge W. Atunci, A u {m} este promitatoare.

Demonstratie: Fie B un arbore partial de cost minim al lui G, astfel incit A < B (adica, muchiile din A sunt
continute in arborele B). Un astfel de B trebuie sa existe, deoarece A este promititoare. Daca m € B, nu mai ramane
nimic de demonstrat. Presupunem ca m ¢ B. Adaugandu-l pe m la B, obtinem exact un ciclu (Exercitiul3.2). In
acest ciclu, deoarece m atinge W, trebuie sa mai existe cel putin o muchie m' care atinge si ea pe W (altfel, ciclul nu
se inchide). Eliminandu-l pe m', ciclul dispare si obtinem un nou arbore partial B' al lui G. Costul lui m este mai
mic sau egal cu costul lui m', deci costul total al lui B' este mai mic sau egal cu costul total al lui B. De aceea, B'
este si el un arbore partial de cost minim al lui G, care include pe m. Observam ca A < B' deoarece muchia m', care
atinge W, nu poate fi in A. Deci, A U {m} este promitatoare.

Multimea initiala a candidatilor este M. Cei doi algoritmi greedy aleg muchiile una cate una intr-o anumita ordine,
aceasta ordine fiind specifica fiecarui algoritm.

2.3.1. Algoritmul lui Kruskal

Arborele partial de cost minim poate fi construit muchie, cu muchie, dupa urmatoarea metoda a lui Kruskal
(1956): se alege intai muchia de cost minim, iar apoi se adauga repetat muchia de cost minim nealeasa anterior si
care nu formeaza cu precedentele un ciclu. Alegem astfel #V—1 muchii. Este usor de dedus ca obtinem in final un
arbore. Este insa acesta chiar arborele partial de cost minim cautat?

Inainte de a raspunde la intrebare, sa consideram, de exemplu, graful din Figura 2.6(a). Ordonam crescitor (in
functie de cost) muchiile grafului: {1, 2}, {2, 3}, {4, 5}, {6, 7}, {1, 4}, {2, 5}, {4, 7}, {3, 5}, {2, 4}, {3, 6}, {5, 7},
{5, 6} si apoi aplicam algoritmul. Structura componentelor conexe este ilustrata, pentru fiecare pas, in Figura 2.7.

Figura 2.6 Un graf si arborele sau partial de cost minim.
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Pasul Muchia Componentele conexe ale

considerata subgrafului <V, A>
initializare =~ — {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}. {7}
1 {1, 2} {1, 2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}
2 {2, 3} {1,2,3}, {4}, {5}, {6}, {7}
3 {4, 5} {1, 2, 3}, {4, 5}, {6}, {7}
4 {6, 7} {1, 2, 3}, {4, 5}, {6, 7}
5 {1, 4} {1,2,3,4,5}, {6, 7}
6 {2, 5} respinsa (formeaza ciclu)
7 {4, 7} {1,2,3,4,5,6, 7}

Figura 2.7 Algoritmul lui Kruskal aplicat grafului din Figura 2.6(a)

Multimea A este initial vida i se completeaza pe parcurs cu muchii acceptate (care nu formeaza un ciclu cu
muchiile deja existente in A). In final, multimea A va contine muchiile {1, 2}, {2, 3}, {4, 5}, {6, 7}, {1, 4}, {4, 7}.
La fiecare pas, graful partial <V, A> formeaza o padure de componente conexe, obtinutd din padurea precedenta
unind doua componente. Fiecare componenti conexa este la rdndul ei un arbore partial de cost minim pentru
varfurile pe care le conecteaza. Initial, fiecare varf formeaza o componenta conexa. La sfarsit, vom avea o singura
componenta conexa, care este arborele partial de cost minim cautat (Figura 2.6(b)).

Ceea ce am observat in acest caz particular este valabil si pentru cazul general, din Proprietatea 2.1 rezultand:

Proprietatea 2.2 in algoritmul lui Kruskal, la fiecare pas, graful partial <V, A> formeaza o padure de componente
conexe, in care fiecare componenta conexa este la randul ei un arbore partial de cost minim pentru varfurile pe care
le conecteaza. In final, se obtine arborele partial de cost minim al grafului G.

Pentru a implementa algoritmul, trebuie sa putem manipula submultimile formate din varfurile componentelor
conexe. Folosim pentru aceasta o structura de multimi disjuncte si procedurile de tip find si merge (Vezi disciplina
»Structuri de date si algoritmi™). In acest caz, este preferabil sa reprezentam graful ca o lista de muchii cu costul
asociat lor, astfel incat sa putem ordona aceasta lista in functie de cost. Iata algoritmul:

KRUSCAL(G =<V, M>)
1. {initializare}
2. sorteaza M crescator in functie de cost
3.n<«#V
4. A < I {va contine muchiile arborelui partial de cost minim}
5. {initializeaza n mul{imi disjuncte continand fiecare cate un element din V}
{bucla greedy}
repeat
{u, v} <~ muchia de cost minim care
inca nu a fost considerata
ucomp « find(u)
vecomp « find(v)
if ucomp =vcomp then merge(ucomp, vcomp)
A—AuU{{u v}}
until #A = n-1
return A

Pentru un graf cu n varfuri si m muchii, presupunand ca se folosesc procedurile find3 si merge3, numarul de
operatii pentru cazul cel mai nefavorabil este in:

O(m log m) pentru a sorta muchiile. Deoarece m < n(n-1)/2, rezulta O(m log m) < O(m log n). Mai mult, graful
fiind conex, din n—1 < m rezulta si O(m log n) < O(m log m), deci O(m log m) = O(m log n).
¢ O(n) pentru a initializa cele N multimi disjuncte.
o Cele cel mult 2m operatii find3 si n—1 operatii merge3 necesita un timp in O((2m+n-1) Ig* n), dupa cum am
specificat in Capitolul 3. Deoarece O(Ig* n) < O(log n) si n—1 <m, acest timp este si in O(m log n).
o0O(m) pentru restul operatiilor.

Deci, pentru cazul cel mai nefavorabil, algoritmul lui Kruskal necesita un timp in O(m log n).

O alta varianta este sa pastram muchiile intr-un min-heap. Obtinem astfel un nou algoritm, in care initializarea
se face intr-un timp in O(m), iar fiecare din cele n—1 extrageri ale unei muchii minime se face intr-un timp in
O(log m) = O(log n). Pentru cazul cel mai nefavorabil, ordinul timpului raméane acelasi cu cel al vechiului algoritm.
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Avantajul folosirii min-heap-ului apare atunci cind arborele partial de cost minim este gasit destul de repede si un
numar considerabil de muchii raman netestate. In astfel de situatii, algoritmul vechi pierde timp, sortand in mod
inutil si aceste muchii.

5.2.2 Algoritmul lui Prim

Cel de-al doilea algoritm greedy pentru determinarea arborelui partial de cost minim al unui graf se datoreaza
lui Prim (1957). In acest algoritm, la fiecare pas, multimea A de muchii alese impreuna cu multimea U a varfurilor
pe care le conecteaza formeaza un arbore partial de cost minim pentru subgraful <U, A> al lui G. Initial, multimea
U a varfurilor acestui arbore contine un singur varf oarecare din V, care va fi radacina, iar multimea A a muchiilor
este vida. La fiecare pas, se alege o muchie de cost minim, care se adauga la arborele precedent, dind nastere unui
nou arbore partial de cost minim (deci, exact una dintre extremitatile acestei muchii este un varf in arborele
precedent). Arborele partial de cost minim creste “natural”, cu cate o ramura, pana cand va atinge toate varfurile
din V, adica pana cand U = V. Functionarea algoritmului, pentru exemplul din Figura 6(a), este ilustrata in Tabelul
6.2. La sfarsit, A va contine aceleasi muchii ca si in cazul algoritmului lui Kruskal. Faptul ca algoritmul
functioneaza intotdeauna corect este exprimat de urmatoarea proprietate, pe care o puteti demonstra folosind
Proprietatea 6.2.

Pasul Muchia considerata U

initializare ~ — {1}

1 {2,1} {1, 2}

2 {3,2} {1,2,3}

3 {4,1} {1,2,3,4}

4 {5, 4} {1,2,3,4,5}

5 {7, 4} {1, 2,3,4,5, 6}

6 {6, 7} {1,2,3,4,5,6,7}

Tabelul 5.2 Algoritmul lui Prim aplicat grafului din Figura 6.4a.

Proprietatea 5.4 In algoritmul lui Prim, la fiecare pas, <U, A> formeaza un arbore partial de cost minim pentru
subgraful <U, A> al lui G. In final, se obtine arborele partial de cost minim al grafului G.

Descrierea formala a algoritmului este data in continuare.
function Prim-formal(G = <V, M>)
{initializare}
A <« J {va contine muchiile arborelui partial de cost minim}
U <« {un varf oarecare din V}
{bucla greedy}
while U =V do
gaseste {u, v} de cost minim astfel cau e VAUsive U
A—AuU{{uv}}
U« Uu{u}
return A
Pentru a obtine o implementare simpla, presupunem ca: varfurile din V sunt numerotate de la 1 la n,
V={1, 2, ..., n}; matricea simetrica C da costul fiecarei muchii, cu C[i, j] = +o0, daca muchia {i, j} nu exista.
Folosim doua tablouri paralele. Pentru fiecare i € V\ U, vecin[i] contine varful din U, care este conectat de i printr-
0 muchie de cost minim; mincost[i] da acest cost. Pentru i € U, punem mincost[i] = —1. Multimea U, in mod
arbitrar initializata cu {1}, nu este reprezentata explicit. Elementele vecin[1] si mincost[1] nu se folosesc.

function Prim(C[1 ..n,1..n])
{initializare; numai varful 1 este in U}
A<D
fori<-2tondo vecin[i] «1
mincost[i] « CI[i, 1]

{bucla greedy}
repeat n—1 times

min < +o

forj« 2tondo

if 0 < mincost[ j] <min then min <« mincost[ j]
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K<«j
A «— A v {{k, vecin[K]}}
mincost[K] < -1 {adauga varful k la U}
for j«<2tondo
if C[k, j] <mincost[ j] then  mincost[ j] « C[k, j]
vecin[ j] « k
return A

Bucla principala se executa de n—1 ori si, la fiecare iteratie, buclele for din interior necesita un timp in O(n).
Algoritmul Prim necesita, deci, un timp in O(n?. Am vizut ca timpul pentru algoritmul lui Kruskal este in
O(m log n), unde m = #M. Pentru un graf dens (adici, cu foarte multe muchii), se deduce ca m se apropie de n(n—
1)/2. In acest caz, algoritmul Kruskal necesita un timp in O(n?log n) si algoritmul Prim este probabil mai bun.
Pentru un graf rar (adica, cu un numar foarte mic de muchii), m se apropie de n si algoritmul Kruskal necesita un
timp in O(n log n), fiind probabil mai eficient decat algoritmul Prim.

6. PROGRAMAREA DINAMICA

Programarea dinamica, asemenea metodelor divide si stapdneste, rezolva problemele combinand solutiile unor
subprobleme. (in acest context, termenul de "programare" se referd la o metoda tabelara si nu la scrierea codului
pentru un calculator.) Dupd cum am aratat mai sus, algoritmii divide si stapdneste partitioneazd problema in
subprobleme independente, rezolva recursiv subproblemele si apoi combina solutiile lor pentru a rezolva problema
initiala. Spre deosebire de aceasta abordare, programarea dinamica este aplicabild atunci cand subproblemele nu
sunt independente, adica subproblemele au in comun sub-subprobleme. in acest context, un algoritm de tipul divide
§i stapdneste ar presupune mai multe calcule decat ar fi necesar daca s-ar rezolva in mod repetat sub-subproblemele
comune. Un algoritm bazat pe programare dinamica rezolva fiecare sub-subproblema o singura datd si memoreaza
solutia acesteia Intr-un tablou, prin aceasta evitand recalcularea solutiei ori de cate ori respectiva sub-subproblema
apare din nou.

In general, metoda programarii dinamice se aplica problemelor de optimizare. Asemenea probleme pot avea
mai multe solutii posibile. Fiecare solutie are o valoare iar ceea ce se doreste este determinarea solutiei a carei
valoare este optimd (minimd sau maximd). O asemenea solutie se numeste 0 solufie optimd a problemei prin
contrast cu solufia optima, deoarece pot fi mai multe solutii care realizeaza valoarea optima.

Dezvoltarea unui algoritm bazat pe programarea dinamica poate fi impartita intr-0 Secventa de patru pasi.

1. Caracterizarea structurii unei solutii optime.

2. Definirea recursiva a valorii unei solutii optime.

3. Calculul valorii unei solutii optime intr-o maniera de tip "bottom-up".

4. Construirea unei solutii optime din informatia calculata.

Pasii 1-3 sunt baza unei abordari de tip programare dinamica. Pasul 4 poate fi omis daca se doreste doar calculul
unei singure solutii optime. In vederea realizarii pasului 4, deseori se pastreaza informatie suplimentara de la
executia pasului 3, pentru a usura constructia unei solutii optimale.

6.1. inmultirea unui sir de matrice

Primul nostru exemplu de programare dinamica este un algoritm care rezolva problema Inmultirii unui sir de
matrice. Se da un sir (o secventd) (A1,A2, ..., Ay) de n matrice care trebuie inmultite, si se doreste calcularea
produsului

AiA,.. A, (6.1)

Expresia (3.1) se poate evalua folosind algoritmul standard de inmultire a unei perechi de matrice ca subrutina,
o datd ce expresia a fost parantezatd (parantezarea este necesara pentru a exclude toate ambiguitatile privind
inmultirile de matrice). Un produs de matrice este complet parantezat fie daca este format dintr-o unica matrice, fie
dacd este produsul a douda produse de matrice care sunt la randul lor complet parantezate. Cum inmultirea
matricelor este asociativa, toate parantezarile conduc la acelasi produs. De exemplu, daca sirul de matrice este (As,
Az, As, Az), produsul A1A2AzA4 poate fi complet parantezat in cinci moduri distincte, astfel avem:

(A1(A2(A3A9))), (A1((A2A3)A), ((A1A2)(AzAL)), ((A1(A2A3))AL), (((A1A2)A3)AY).
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Sa consideram mai intai costul inmultirii a doua matrice. Algoritmul standard este dat de urméatoarea procedura,
descrisa in pseudocod. Prin linii si coloane sunt referite numarul de linii, respectiv de coloane ale matricei.

INMULTIRE-MATRICE(A, B)

1. if coloane[A] # linii [B]

2. then mesaj de eroare: ,,dimensiuni incompatibile”
3. else

4. for i«L1to linii[A]

5 do for j «<-1to coloane[B]

6. doC[i,j]«< O

7. for k <1 to coloane[A]

8. do CJi, j]«< CIi, j] + A[i, kK] * B[k, j]
9. returnC

Doud matrice A si B se pot inmulti numai dacd numarul de coloane din A este egal cu numarul de linii din B.
Astfel, daca A este o matrice avand dimensiunea p x ¢ si B este o matrice avand dimensiunea ¢ x , matricea produsa
C este o matrice avand dimensiunea p x » Timpul necesar calculului matricei C este determinat de numarul de
inmultiri scalare (a se vedea linia 8 din algoritm) care este pgr. In cele ce urmeaza, vom exprima timpul de executie
in functie de numarul de Inmultiri scalare.

Pentru a ilustra modul in care apar costuri diferite la parantezari diferite ale produsului de matrice consideram
problema sirului (A1, A2, As) de trei matrice. Presupunem ca dimensiunile matricelor sunt 10 x 100, 100 x 5 si,
respectiv, 5 x 50. Daca efectuam inmultire conform parantezarii ((A1A2)As), atunci vom avea 10 ¢ 100 « 5 = 5000
inmultiri scalare pentru a calcula matricea A1A> de dimensiune 10 x 5 plus alte 10 * 5 « 50 = 2500 inmultiri scalare
pentru a inmul{i aceastd matrice cu matricea As. Astfel rezulta un total de 7500 Tnmultiri scalare. Daca insa vom
efectua inmultirile conform parantezarii (Ai1(A2A3)), vom avea 100 ¢ 5 « 50 = 25.000 inmultiri scalare pentru a
calcula matricea A2As de dimensiuni 100 x 50 plus alte 10 ¢ 100 ¢ 50 = 50.000 inmultiri scalare pentru a inmulti A
cu aceastd matrice. Astfel rezultd un total de 75.000 inmultiri scalare. Deci, calculand produsul conform primei
parantezari, calculul este de 10 ori mai rapid.

Problema inmultirii sirului de matrice poate fi enuntatd in urmatorul mod: dandu-se un sir (As, A, ..., An) den
matrice, unde pentru i = 1,2,..., n, matricea A; are dimensiunile pi.1 X pi sa se parantezeze complet produsul AiAzAn,
astfel incat sa se minimizeze numarul de inmultiri scalare.

6.1.1. Evaluarea numarului de parantezari

Inainte de a rezolva problema inmultirii sirului de matrice prin programare dinamica, trebuie si ne convingem
ca verificarea exhaustivd a tuturor parantezarilor nu conduce la un algoritm eficient. Fie P(n) numarul de
parantezari distincte ale unei secvente de n matrice. Deoarece secventa de matrice o putem diviza intre matricele k
si (k+1) pentru orice k = 1, 2, ..., n—1 si apoi putem descompune in paranteze, in mod independent, fiecare dintre
cele doua subsecvente, astfel obtinem recurenta:

ldacin =1,
n—1

Pn) = Y P()P(n— k)dacin = 2.
k=1
Solutia acestei recurente este secventa de numere Catalan:
P(n) = C(n-1),
unde
= 2n — n 3/2
cm) = ——(5") = 2@ /m*?)

Numarul de solutii este exponential in n si metoda fortei brute a cautarii exhaustive este, prin urmare, o strategie
slaba de determinare a modalitatii de parantezare a sirului de matrice.

6.1.2. Structura unei parantezari optime

Primul pas din schema generala a metodei programarii dinamice consta in caracterizarea structurii unei solutii
optimale. Pentru problema inmultirii sirului de matrice, aceasta este descrisa in continuare. Pentru simplitate, vom
adopta conventia de notare A; j pentru matricea care rezultd in urma evaluarii produsului AiAi+1A;. O parantezare
optima a produsului Ai1A>-An imparte produsul intre Ax si Ax+1 pentru un anumit intreg k din intervalul 1< k < n.
Aceasta Inseamna ca, pentru o valoare a lui k, mai intai calculam matricele A1 x $i Ak+1.n $1 apoi, le Tnmultim pentru
a produce rezultatul final A;.n. Costul acestei parantezari optime este costul calculului matricei Ak plus costul
calculului matricei Ax+1.n, plus costul inmultirii celor doua matrice.
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Observatia cheie este ca parantezarea subsirului "prefix" A1A2-Ax, In cadrul parantezarii optime a produsului
A1A2An, trebuie sd fie o parantezare optima pentru AiAxAx deoarece dacd ar fi existat o modalitate mai putin
costisitoare de parantezare a lui A1A>~Ax, inlocuirea respectivei parantezari in parantezarea lui A1A2~A, ar produce o
alta parantezare pentru AiA>An al carei cost ar fi mai mic decat costul optimal, ceea ce este o contradictie. O
observatie asemanatoare este valabild si pentru parantezarea subsirului Ax+1Ak+2An In cadrul parantezarii optime a
lui A1AzAn: aceasta trebuie sa fie o parantezare optima pentru Ax+1Aw+2An.

Prin urmare, o solutie optima a unei instante a problemei inmultirii sirului de matrice contine solutii optime
pentru instante ale subproblemelor. Existenta substructurilor optime in cadrul unei soluii optime este una dintre
caracteristicile cadrului de aplicare a metodei programarii dinamice.

6.1.3. O solutie recursiva

Al doilea pas in aplicarea metodei programarii dinamice este definirea valorii unei solutii optime in mod
recursiv, in functie de solutiile optime ale subproblemelor. in cazul problemei inmultim sirului de matrice, o
subproblema consta in determinarea costului minim al unei parantezari a sirului AiAi+1~A;, pentru 1 <i <j<n. Fie
m[i, j] numarul minim de inmultiri scalare necesare pentru a calcula matricea A j; costul modalitatii optime de
calcul a lui A1 va fi, atunci, m[1, n].

Putem defini m[i, j] in mod recursiv, dupa cum urmeaza. Daca i = j sirul consta dintr-0 Singurd matrice Ai.i = A
si, pentru calculul produsului nu este necesara nici o inmultire scalara. Atunci, m[i, il = 0 pentru i = 1,2, ..., n.
Pentru a calcula m[i, j] cand i < j, vom folosi structura unei solutii optimale gasite la pasul 1. Sa presupunem ca
descompunerea optima in paranteze imparte produsul AiAi+1~A; intre A si Ak+1, CU T < k < j. Atunci m[i, j] este egal
cu costul minim pentru calculul subprodusului Aik si Ak+1.j, plus costul inmultirii acestor douda matrice rezultat.
Deoarece evaluarea produsului Ai k Ax+1.j Necesita pi.1pxpj inmultiri scalare, vom obtine

mli,j] = m[i, k] + m[k + 1] + pi—1pxp;-

Aceasta ecuatie recursiva presupune cunoasterea valorii lui K, lucru care nu este posibil. Exista doar j - i valori
posibile pentru k, si anume k =i, i + 1,... ,j - 1. Deoarece parantezarea optima trebuie si foloseascd una dintre
aceste valori pentru k, va trebui sa le verificim pe toate pentru a o putea gasi pe cea mai bund. Atunci, definitia
recursiva a costului minim a parantezarii produsului AiAi+1A;, devine

.~ _ (0 i=]j
m(i,j) = [min{m[i,k] +ml[k +1,j] + pE_lpkpj} i<j (6.2)

Valorile m[i,j] exprima costul solutiilor optime ale subproblemelor. Pentru a putea urmari modul de constructie
a solutiei optime, sa definim s[i,j] care va contine valoarea k pentru care impartirea produsului AiAi+1A; produce o
parantezare  optima. Aceasta inseamna ca S[i,j/ este egal cu valoarea k pentru care
mli,j] = m[i, k] + m[k + 1,j] + p;—1pxp;-

6.1.4. Calculul costului optimal

In acest moment, este usor sa scriem un algoritm recursiv bazat pe recurenta (6.2) care calculeazi costul minim
m[1,n/al produsului AiA2An. Dupid cum vom vedea mai tarziu, acest algoritm necesitd un timp exponential —nu
mai bun decat metoda fortei brute folositd pentru verificarea fiecirui mod de descompunere in paranteze a
produsului de matrice.

Observatia importantd care se impune in acest moment este ca avem relativ putine subprobleme: o problema
pentru fiecare alegere a lui i si j ce satisfac 1 < i <j < n, adicé un total de(;) +n=0(n?). Un algoritm recursiv
poate intalni fiecare subproblemad de mai multe ori pe ramuri diferite ale arborelui sdu de recurentd. Aceastd
proprietate de suprapunere a subproblemelor este a doua caracteristica a programarii dinamice.

In loc sa calculim recursiv solutia recurentei (4.2), vom aplica cel de-al treilea pas al schemei generale a
metodei programarii dinamice si vom calcula costul optimal cu o abordare "bottom-up". Algoritmul urmator
presupune ca matricea A, are dimensiunile pi.1 X pi, pentru i = 1,2,...,n. Intrarea este secventa (Po,p1, ... ,Pn), Unde
lungime/p] = n + 1. Procedura foloseste un tablou auxiliar m[1..n, 1..n] pentru costurile m[i,j/si un tablou auxiliar
s[1..n, 1..n] care inregistreaza acea valoare a lui k pentru care s-a obtinut costul optim in calculul lui m[i,j].

ORDINE -SIR -MATRICE(p)
1: 0 < lungime[p] -1
2:fori<1tondo
3: m[i<0
4: for /< 2 to ndo
5. fori<1ton—/ +1do
6: J—i+/-1
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7: ml4] <= o0

8: for £« ito;—1 do

9: g «—mli, k] + mlk+ 1,71 + piipeps
10: if ¢ < i j] then

11: mls, J] <= ¢

12: i j] < £

13: return 7, s

Algoritmul completeaza tabloul m intr-un mod ce corespunde rezolvarii problemei parantezarii unor siruri de
matrice de lungime din ce in ce mai mare. Ecuatia (6.2) aratd ca m[i,j/, costul de calcul al produsului sirului de j—
i+1 matrice, depinde doar de costurile calcularii produselor sirurilor de mai putin de j—i+1 matrice. Aceasta
inseamna ca, pentru K =i, i + 1,... ,j - 1, matricea Ai x. este un produs de k—i+1<j—i +1 matrice, iar matricea Ax+i.j
este un produs de j —k < j—i + 1 matrice.

Algoritmul initializeaza, mai intai, m[i, i/ < 0 pentru i = 1, 2,..., n (costul minim al sirurilor de lungime 1) in
liniile 2-3. Se foloseste, apoi, recurenta (6. 2) pentru a calcula m[i,i+ 1] pentru i = 1,2,..., n - 1 (costul minim al
sirurilor de lungime 2) la prima executie a ciclului din liniile 4 —12. La a doua trecere prin ciclu, se calculeaza
m[i,i+2] pentru i = 1,2,...,n —2 (costul minim al sirurilor de lungime 3) etc. La fiecare pas, costul m[i,j] calculat pe
liniile 9 —12 depinde doar de intrarile m[i,k/si m[k + 1,j] ale tabloului, deja calculate.

Figura 6.1 ilustreaza aceasta procedura pe un sir de n = 6 matrice. Deoarece am definit m[i,j] doar pentru i <j,
din tabloul m folosim doar portiunea situata strict deasupra diagonalei principale. Figura arata tablourile rotite astfel
incat diagonala principala devine orizontala, iar sirul de matrice este inscris de-a lungul liniei de jos. Folosind acest
model, costul minim m[i,j/ de inmultire a subsirului AjAi+1~Aj, de matrice poate fi gasit la intersectia liniilor care
pornesc

A As A As Ax Ax

Figura 6.1 Tabelele m si s calculate de ORDINE-SIR-MATRICE pentru n = 6 si matricele cu dimensiunile date mai
jos:

A1 30x35
Az 35x15
A3 15x5
Ay 5x10
As 10x20
As 20x25

Tabelele sunt rotite astfel incat diagonala principalda devine orizontald. in tabloul m sunt utilizate doar
elementele de deasupra diagonalei principale, iar in tabloul s sunt utilizate doar elementele de sub diagonala
principald. Numarul minim de inmultiri scalare necesare pentru inmultirea a sase matrice este m[1,6] = 15.125.
Dintre patratele hasurate cu gri deschis, perechile care sunt colorate cu aceeasi nuanta sunt considerate impreuna in
linia 9, cand calculam pe directia nord-est din A; si pe directia nord-vest din Aj. Fiecare rand orizontal din tablou
contine valorile pentru siruri de matrice de aceeasi lungime. Procedura ORDINE-SIR-MATRICE calculeaza randurile
de jos in sus si de la stdnga la dreapta in cadrul fiecarui rand. 0 valoare m[i,j] este calculata pe baza folosirii
produselor pi.1pkp; pentru k=i, i+1,... ,j —1 si a tuturor valorilor aflate pe directia sud-est si sud-vest fata de m[i,j /.

m[2,2] + m[3,5] + pipaps = 0 + 2500 + 35+ 1520 = 13000
m[2,5] = min{m[2,3] + m[4,5] + p1paps = 2625 + 1000 + 35520 = 7125 } = 7125
m[2,4] + m[5,5] + pipaps = 4375+ 0+35-10-20 = 11375
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O simpld examinare a structurii de ciclu imbricat din ORDINE-SIR-MATRICE conduce la constatarea ca timpul de
executie a algoritmului este O(n®). in fiecare dintre cele trei cicluri imbricate, indicii acestora (I, i si k) iau cel mult
n valori.

6.1.5. Construirea unei solutii optime

Desi algoritmul ORDINE-SIR-MATRICE determind numarul optim de inmultiri se necesare pentru calculul
produsului sirului de matrice, acesta nu prezintd In mod direct, trebuie facutd nmultirea. Pasul 4 al schemei
generale a metodei programarii dinamice urmeaza construirea unei solutii optime din informatia disponibila.

In acest caz particular, vom folosi tabloul s[1..n,1..n] pentru a determina modul optim de inmultire a matricelor.
Fiecare element s[i,j] contine valoarea lui k pentru care parantezarea optima a produsului AiAi+1~A; imparte
produsul intre Ax si Ax+1. Atunci stim ca, in produsul final de calcul al matricei A1 n, optimul este A1 sans Asnpin.
Inmultirile anterioare determinate recursiv, deoarece s/1,5/1,nJJ determina ultima inmultire matriceal din calculul
lui Aisany si s[s[1,n]+1,n/ determind ultima inmultire matriceald din calculul lui Asan;- .Urmatoarea procedura
recursiva calculeaza produsul sirului de matrice Aij, fiind date matricea A = (Ay,Az, ...., An), tabloul s calculat de
ORDINE-SIR-MATRICE Si indicii i si j. Apelul este INMULTIRE-SIR-MATRICE (A,s,1,n).

INMULTIRE-SIR-MATRICE (A,5,1,7)

1:if /> 7 then

2: X « INMULTIRE-SIR-MATRICE (A, s, 7, s/ij])

3: Y <« INMULTIRE-SIR-MATRICE (A, s, s/4j]+1, )

4: return INMULTIRE-SIR-MATRICE (X,Y)

5: else

6: return A;

in exemplul din figura 6.1, apelul INMULTIRE-SIR-MATRICE (A,S,1,6) calculeaza produsul sirului de matrice
conform descompunerii in paranteze ((A1(A2A3))((AsAs)As)).

6.2. Elemente de programare dinamica

Cu toate cd am prezentat un exemplu de aplicare a metodei programarii dinamice, este posibil sd existe, in
continuare, intrebari asupra situatiilor in care ea este aplicabila, sau, altfel spus, cand trebuie cautatd o solutie de
programare dinamica pentru o anumita problema? In aceastd sectiune se vor examina doui componente de bazi pe
care trebuie sa le prezinte problema de optimizare pentru ca programarea dinamica sa fie aplicabila: substructura
optima si subproblemele suprapuse. Se va urmari, insa, si o variantd a metodei, numita memoizare, in care se
utilizeaza proprietatea de suprapunere a subproblemelor.

Substructura optima

Primul pas al rezolvirii unei probleme de optimizare prin programare dinamicd constd in caracterizarea
structurii unei solutii optime. Spunem cd problema prezintd o substructurd optimd daca o solutie optima a
problemei include solutii optime ale subproblemelor. Ori de céte ori o problema prezinta o structurda optima, acesta
este un bun indiciu pentru posibilitatea aplicarii programarii dinamice.

In sectiunea 6.1 am vizut ci problema inmultirii sirului de matrice prezinti o substructurd optimd. Am observat
cd o parantezare optima pentru AiAxAn, care separd produsul intre Ax si Aw+1, include solutii optime pentru
problemele parantezarii matricelor Ai1A> Ak i Ax+1Ak+2An. Tehnica utilizatd pentru a arata ca subproblemele au
solutii optime este clasica. Presupunem ca existd o solutie mai buna pentru o subproblema si aratam ca aceasta
presupunere contrazice optimalitatea solutiei problemei initiale.

Substructura optimad a unei probleme sugereaza, deseori, un spatiu potrivit al subproblemelor pentru care se
poate aplica programarea dinamica. De obicei, existd mai multe clase de subprobleme care pot fi considerate
"naturale" pentru o problema. De exemplu, spatiul subproblemelor pe care le-am considerat la inmultirea sirului de
matrice continea toate subsecventele sirului de intrare. La fel de bine, am fi putut alege ca spatiu al subproblemelor
secvente arbitrare de matrice din sirul de intrare, dar acest spatiu al subproblemelor ar fi fost prea mare. Un
algoritm de programare dinamica bazat pe acest spatiu al subproblemelor ar rezolva mult mai multe probleme decat
ar fi necesar.

Investigarea substructurii optime a unei probleme prin iterarea instantelor subproblemelor acesteia este o
metodd bund pentru a gasi un spatiu potrivit de subprobleme pentru programarea dinamica. De exemplu, dupa
examinarea structurii unei solutii optime a problemei inmultirii sirului de matrice, putem itera si examina structura
solutiilor optime ale subproblemelor, a subsubproblemelor si asa mai departe. Descoperim, astfel, ca toate
subproblemele sunt compuse din subsecvente ale sirului (A1A2~An). Deci, multimea sirurilor de forma (AiAi+1A;) cu
1<i <j <n un spatiu de subprobleme natural si rezonabil de utilizat.
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6.2.1. Suprapunerea subproblemelor

O a doua componenta pe care trebuie sa o aibad o problema de optimizare pentru ca programarea dinamica sa fie
aplicabila este ca spatiul subproblemelor sa fie "restrans", in sensul ¢d un algoritm recursiv rezolva mereu aceleasi
subprobleme, in loc s genereze subprobleme noi.

De obicei, numarul total de subprobleme distincte este dependent polinomial de dimensiunea datelor de intrare.
Cand un algoritm recursiv abordeaza mereu o aceeasi problemd, se spune cd problema de optimizare are
subprobleme suprapuse. Spre deosebire de aceasta, o problema care se rezolva cu un algoritm de tip divide si
stipaneste genereaza, la fiecare noud etapa. probleme noi. in general, algoritmii de programare dinamica folosesc
suprapunerea subproblemelor prin rezolvarea o singura datd a fiecarei subprobleme, urmata de stocarea solutiei
intr-un tablou unde poate fi regasita la nevoie, necesitdnd pentru regasire un timp constant.

Pentru a ilustra proprietatea de subprobleme suprapuse, vom reexamina problema inmultirii sirului de matrice.
Revenind la figura 4.1. observam cia algoritmul ORDINE-SIR-MATRICE preia, in mod repetat, solutiile subproblemelor
din liniile de jos atunci cand rezolva subproblemele din liniile superioare. De exemplu, valoarea m[3,4] este referita
de patru ori: in timpul calculelor pentru m[2,4], m[l,4], m[3,5] si m[3,6]. Dacid m[3,4] ar fi recalculata de fiecare
datd in loc sa fie preluata din tablou, cresterea timpului de executie ar fi dramatica.

6.3. Cel mai lung subsir comun

Urmatoarea problema pe care o vom lua in considerare este problema celui mai lung subsir comun. Un subsir al
unui sir dat este sirul initial din care lipsesc unele elemente (eventual nici unul). in mod formal, dandu-se sirul X =
(X1X2,... ,Xm), un alt sir Z = (Z1,Z2,... ,Zx) este un subgir al lui X daca exista un sir strict crescator de indici din X,
(i1,i2,....,0k), astfel incat, pentru toate valorile j= 1, 2,..., K, avemx;, = z;. De exemplu, Z = (B, C, D, B) este un
subsir al lui X = (A, B, C, B, D, A, B), secventa de indici corespunzatoare fiind (2,3,5,7).

Dandu-se doua siruri X si Y, spunem ca sirul Z este un subgsir comun pentru X si Y dacd Z este un subsir atat
pentru X cat si pentru Y. De exemplu, daca X = (A, B, C, B, D, A,B)si Y= (B, D, C, A, B, A), sirul (B, C, A) este un
subsir comun pentru X si Y. Sirul (B, C, A) nu este cel mai lung subsir comun (CMLSC) pentru X si Y, deoarece are
lungimea 3, iar sirul (B, C, B, A), care este de asemenea subsir comun lui X si Y, are lungimea 4. Sirul (B, C, B, A)
este un CMLSC pentru X si Y, la fel si sirul (B, D, A, B), deoarece nu exista un subsir comun de lungime cel putin
5.

In problema celui mai lung subsir comun, se dau doud siruri X = (X1X2,... Xm) §i Y = (Y.Y2,....yn) si se doreste
determinarea unui subsir comun de lungime maxima pentru X si Y. Aceasta sectiune va arata cd problema CMLSC
poate fi rezolvata eficient prin metoda programarii dinamice.

6.3.1. Caracterizarea celui mai lung subsir comun

O abordare prin metoda fortei brute pentru rezolvarea problemei CMLSC constd in enumerarea tuturor
subsirurilor Iui X si verificarea daca acestea constituie un subsir si pentru Y, memorand cel mai lung subsir gasit.
Fiecare subsir al lui X corespunde unei submultimi a indicilor Iui X (1,2,..., m). Exista 2™ subsiruri pentru X si, deci,
aceasta abordare necesitd un timp exponential, ceea ce o face inabordabild pentru siruri de lungimi mari.

Problema CMLSC are proprietatea de substructurd optima, asa cum vom ardta in urmdtoarea teorema. Clasa
naturala de subprobleme corespunde unor perechi de "prefixe" ale celor doua siruri de intrare. Mai precis, dandu-se
un sir X = (X1X2,... ,Xm), definim prefixul i al lui X, pentru i = 0,1,..., m, ca fiind Xi = (XiXz,... ,Xi). De exemplu, daca
X=(A, B, C, B, D, A, B), atunci X; =(A, B, C, B) iar X este sirul vid.

Teorema 6.1 (Substructura optimalid a unui CMLSC) Fie sirurile X = (X1X2,... Xm) §i Y = (Y1,Y2,....¥n) si fie
Z=(Z1,Z5,... ,Z) un CMLSC pentru X si Y.

1. Daca Xm # Yn, atunci zx = Xm = Yn §i Zk.1 €ste un CMLSC pentru Xm-1 si Yn.1.

2. Daca Xm # Yn, atunci, din zx #Xm rezulta ca Z este un CMLSC pentru Xm-1 si Y.

3. Daci Xm #Vn, atunci, din zx # yn rezulta ca Z este un CMLSC pentru X si Yp.1.

Demonstratie:.

(1) Daca zx # Xm atunci putem adduga Xm = Yn la Z pentru a obtine un subsir comun a lui X si Y de lungime k +
1. contrazicand presupunerea ca Z este cel mai lung subsir comun pentru X si Y. Deci, va trebui sd avem zx = Xm =
Yn. Prefixul Zy.1 este un subsir comun de lungime k —1 pentru Xm.1 si Yn1. Dorim sa demonstram ca este un CMLSC.
Sa presupunem, prin absurd. ca existd un subsir W comun pentru Xm-1 si Yn1, a carui lungime este fie mai mare
decat k —1. Atunci, adaugand la W elementul Xm = y» se va forma un subsir comun a lui X si Y a carui lungime este
mai mare decét K, Ceea ce este o contradictie.

(2) Daca zx # Xm , atunci Z este un subsir comun pentru Xm-1 $i Y . Dacd ar exista un subsir comun W al lui X1 si
Y, cu lungime mai mare decat k, atunci W ar fi si un subsir comun al lui X si Y, contrazicind presupunerea ca Z
este un CMLSC pentru X si Y.

(3) Demonstratia este simetrica celei de la (2).
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Caracterizarea din teorema 6.1 arata ca un CMLSC al doua siruri contine un CMLSC pentru prefixele celor
doua siruri. Atunci, problema CMLSC are proprictatea de substructurd optimald. O solutie recursiva are, de
asemenea, proprietatea de suprapunere a problemelor, dupa cum vom arita in cele ce urmeaza.

6.3.2. O solutie recursivi a subproblemelor

Teorema 6.1 implica faptul cd existd fie una, fie doua probleme care trebuie examinate pentru gasirea unui
CMLSC pentru X = (XiX2,... ,Xm) i Y = (Y1,Y2,...,.¥n). Daca Xm = Yn , trebuie gasit un CMLSC pentru Xm1 $i Yn-1.
Adaugarea elementului xm = Ya la acest CMLSC produce un CMLSC pentru X si Y. Dacd Xm # Yn , atunci trebuie
rezolvate doua subprobleme: gasirea unui CMLSC pentru Xm1 si Y si gasirea unui CMLSC pentru X si Yn1. Cel
mai lung CMLSC dintre acestea doud va fi CMLSC pentru X si Y.

Se poate observa cid problema CMLSC se descompune in subprobleme suprapuse. Pentru a gasi un CMLSC al
sirurilor X si Y, va trebui, probabil, calculat CMLSC pentru X si i Yn.1 respectiv, pentru Xm-1 si Y . Dar fiecare dintre
aceste subprobleme contine sub-subproblema gasirii CMLSC pentru Xm-1 si Yn1. Multe alte subprobleme au in
comun sub-subprobleme.

Ca si problema inmultirii sirului de matrice, solutia recursiva pentru problema CMLSC implica stabilirea unei
recurente pentru costul unei solutii optime. Sa definim c[i,j/ ca lungimea unui CMLSC al sirurilor Xi, si Yj. Daca
i=0 sau j=0, CMLSC are lungimea 0. Substructura optimala a problemei CMLSC produce formula recursiva

0, i=0 j=0,
clijl=4ecli—1,j—11+1, i,j >0 and x; =yj, (6.2)
max(cl[i — 1. c[i—1,j]), ij> 0 and x; = y;.

6.3.3. Calculul lungimii unui CMLSC

Pe baza ecuatiei (4.5) se poate scrie un algoritm recursiv avand timp exponential pentru calculul lungimii unui
CMLSC a doua siruri. Deoarece exista numai &(mn) subprobleme distincte, vom folosi metoda programarii
dinamice pentru a calcula solutiile iTn mod "bottom-up".

LUNGIME-CMLSC(A', R)

12 m < lungime[X]

2: n < lungime[Y]

3: pentru 7 <— 1, 77 executa

4: ¢/40] <0
5: pentru j < 0, n executa
6: ¢/0j] <0

7: pentru / <— 1, m executa
8: pentru j <— 1, n executa
9:  dacid x; =y atunci

10: ¢liy] <= ¢fi—1;7—1]+ 1
11: bfi, jj&— N7

12:  altfel

13:  daca ¢ -1,/ >c[i, j —1] atunci
14: ¢fi, j] < ¢fi-1, j]

15: bfi, j] < 17

16: altfel

17: ¢lt, j] <= c¢ft, j—1]

18: bli, j] = .«

19: returneaza c, b

Procedura LUNGIME-CMLSC are ca date de intrare doud siruri X = (XiX2,... ,Xm) $i Y = (Y1,Y2,...,.yn). Procedura
memoreaza valorile c[i, j/ intr-un tablou ¢/0..m,0..n] ale carui elemente sunt calculate in ordinea crescatoare a
liniilor. (Aceasta inseamna ca se completeaza mai Intéi prima linie de la stanga la dreapta, apoi a doua linie si asa
mai departe.) De asemenea. se construieste un tablou b[1..m, 1..n/ care simplifici determinarea unei solutii
optimale. Intuitiv. b[i, j/indicad elementul tabloului care corespunde solutiei optime a subproblemei alese la calculul
lui c[i, j]. Procedura returneaza tablourile b si ¢; c[m, n/contine lungimea unui CMLSC pentru X si Y.

Figura 16.3 contine tabloul produs de LUNGIME-CMLSC pentru sirurile X = (A, B, C, B, D, A,B)si Y= (B, D, C,
A, B, A). Timpul de executie al procedurii este O(mn), deoarece calculul fiecarui element al tabloului necesitd un
timp O(1).
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Construirea unui CMLSC
Tabelul b returnat de LUNGIME-CMLSC poate fi folosit pentru constructia rapidd a unui CMLSC pentru X =
(X1X2,... Xm) 1 Y = (Y1,Y2,...,¥n). Pur si simplu, se incepe cu b[m, n] si se parcurge tabloul conform directiilor
indicate. Ori de cate ori se intdlneste un element "\" pe pozitia b[i, j/ aceasta inseamna ca x; = y; este un element al
CMLSC. Prin aceastd metoda, elementele CMLSC sunt regasite in ordine inversa. Urmétoarea procedura recursiva
tipareste un CMLSC al sirurilor X si Y in ordinea corectd. Apelul initial este SCRIE-CMLSC(b, X, lungime[X],
lungimel[Y ).
SCRIE-CMLSC (6,A,i,J)
l: dacd 7 = 0 sau / = 0 atunci
revenire
daca bfi, j]="\" atunci
SCRIE-CMLSC (4, X, i1,/ -1)
tipareste x;
altfel dacd 45, jJ="T" atunci
SCRIE-CMLSC (b, X, i -1, ))
altfel
9:  SCRIE-CMLSC (b, X, i, j 1)
Pentru tabloul b din figura 16.3, aceasta procedura tipareste "BCBA". Procedura necesita un timp de O(m + n),
deoarece, cel putin unul dintre i si j este decrementat in fiecare etapa a recurentei.
fmbunititirea codului
0 datd ce s-a construit un algoritm, se descopera ca, deseori, timpul de executie sau spatiul folosit pot fi
imbunatatite. Acest lucru este adevarat, mai ales. pentru programarea dinamica clasicd. Anumite modificari pot
simplifica implementarea §i pot Tmbunatati factorii constanti, dar nu pot aduce o imbunatitire asimptoticd a
performantei. Alte modificari pot aduce imbunatatiri asimptotice substantiale atat pentru timpul de executie cat si
pentru spatiul ocupat. De exemplu, se poate elimina complet tabloul b. Fiecare element c[i, j] depinde de numai trei
alte elemente ale tabloului c¢: c[i -1, j —11], c[i -1, j] si c[i, j —1 ]. Dandu-se valoarea lui c[i, j], se poate determina,
in timp O(1), care dintre aceste trei valori a fost folositd pentru calculul lui c[i, j/fara a mai folosi tabloul b.

N

i 0 1 2 3 4 5 6
Yi B D c A B A
Xi 0 0 0 0 0
S O O A L B
B 0 ri -1 <1 { 5 2
S B I R 0 o I
. 0 i 1 2 | 2 | 3 -3
P ° 1 2 2 | 2 | 3 3
A ° 1 2 2 | 3 | 3 )
: 0 ) 2 2 | 3 | 4 4

Figura 4.3 Tabelele c si b calculate de LUNGIME-CMLSC pentru sirurile X = (A, B, C, B, D, A, B)

si Y =(B, D, C, A B, A). Patratul din linia i si coloana j contine valoarea c[i, j] precum si sigeata potrivita
pentru valoarea lui b[i,j/. Valoarea 4 a lui c/7, 6] - coltul cel mai din dreapta jos in tablou-este lungimea unui
CMLSC (B,C,B, A) al lui X si Y. Pentru i, j > 0, valoarea c/i, j] depinde doar de valoarea expresiei xi = y;j si de
valorile elementelor c/i —1,j], c[i,j —1] si c[i —1,j —1], care sunt calculate inaintea lui c[i, j/ Pentru a reconstrui
elementele unui CMLSC, se urmaresc sagetile corespunzitoare lui b[i, j] incepand cu coltul cel mai din dreapta;
drumul este hasurat. Fiecare "\" pe acest drum corespunde unui element (care este evidentiat) pentru care X = Yj
apartine unui CMLSC.

Ca o consecintd, putem reconstrui un CMLSC in timp O(m + n) folosind o procedura similara cu SCRIE-CMLSC.
Desi prin aceastd metoda se elibereaza un spatiu ®(mn), spatiul auxiliar necesar calculului unui CMLSC nu
descreste asimptotic, deoarece este oricum necesar un spatiu @(mn) pentru tabloul c.

Totusi, spatiul necesar pentru LUNGIME-CMLSC il putem reduce deoarece, la un moment dat, sunt necesare doar
doud linii ale tabloului C: linia care este calculatd si linia precedentd. (De fapt, putem folosi doar putin mai mult
spatiu decat cel necesar unei linii a lui C, pentru a calcula lungimea unui CMLSC) Aceasta imbunatatire
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functioneaza doar daca este necesard numai lungimea unui CMLSC; daca este nevoie si de reconstruirea
elementelor unui CMLSC, tabloul mai mic nu contine destuld informatie pentru a reface etapele in timp O(m +n).
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