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LUCRARE DE LABORATOR NR. 1
Tema: Analiza algoritmilor

Scopul lucrarii:
1. Analiza empirica a algoritmilor.
2. Analiza teoretica a algoritmilor.
3. Determinarea complexitatii temporale si asimptotice a
algoritmilor.

Note de curs:

1. Timpul de executie al algoritmilor

De multe ori, pentru rezolvarea unei probleme, trebuie ales un
algoritm dintre mai multi posibili, doua criterii principale de alegere
fiind contradictorii:

e algoritmul sa fie simplu de inteles, de codificat si de
depanat;
e algoritmul sd foloseasca eficient resursele calculatorului, sa
aiba un timp de executie redus.

Daca programul care se scrie trebuie rulat de un numar mic de
ori, prima cerinta este mai importanta; in aceasta situatie, timpul de
punere la punct a programului e mai important decat timpul lui de
rulare, deci trebuie aleasa varianta cea mai simpla a programului.

Daca programul urmeaza a fi rulat de un numar mare de ori,
avand si un numdr mare de date de prelucrat, trebuie ales
algoritmul care duce la o executie mai rapida. Chiar in aceasta
situatie, ar trebui implementat mai inainte algoritmul mai simplu si
calculata reducerea de timp de executie pe care ar aduce-0
implementarea algoritmului complex.

Timpul de rulare al unui program depinde de urmatorii factori:

e datele de intrare;

e calitatea codului generat de compilator;



e natura §i viteza de executie a instructiunilor programului;

e complexitatea algoritmului care sta la baza programului.

Deci timpul de rulare e o functie de intrarea sa, de cele mai multe
ori, nedepinzand de valorile de la intrare, ci de numadrul de date.

in continuare vom nota cu T(n) timpul de executie al unui
algoritm destinat rezolvarii unei probleme de dimensiune n. Pentru
a estima timpul de executie trebuie stabilit un model de calcul si o
unitate de masurd. Vom considerd un model de calcul (numit si
masina de calcul cu acces aleator) caracterizat prin:

e Prelucrarile se efectueaza in mod secvential.

e Operatiile elementare sunt efectuate in timp constant
indiferent de valoarea operanzilor.

e Timpul de acces la informatie nu depinde de pozitia acesteia
(nu sunt diferente intre prelucrarea primului element si cea a
ultimului element al unui tablou).

A stabili o unitate de masura inseamnd a stabili care sunt
operatiile elementare si a considera ca unitate de masura timpul de
executie a acestora. In acest fel timpul de executie va fi exprimat
prin . numarul de operatii elementare executate. Operatiile
elementare sunt cele aritmetice (adunare, scadere, inmultire,
impartire), comparatiile si cele logice (negatie, conjunctie si
disjunctie). Cum scopul calculului timpului de executie este de a
permite compararea algoritmilor, uneori este suficient sa se
contorizeze doar anumite tipuri de operatii elementare, numite
operatii de baza (de exemplu in cazul unui algoritm de cautare sau
de sortare se pot contoriza doar operatiile de comparare) si/sau sa se
considere ca timpul de executie a acestora este unitar (desi
operatiile de inmultire si impartire sunt mai costisitoare decat cele
de adunare si scadere in analiza se poate considera ca ele au acelasi
cost).

Timpul de executie al intregului algoritm se obtine insumand
timpii de executie a prelucrarilor componente.



1.1. Importanta celui mai defavorabil caz

In aprecierea §i compararea algoritmilor intereseaza in special cel
mai defavorabil caz deoarece furnizeaza cel mai mare timp de
executie relativ la orice date de intrare de dimensiune fixa. Pe de
altd parte pentru anumiti algoritmi cazul cel mai defavorabil este
relativ frecvent.

In ceea ce priveste analiza celui mai favorabil caz, acesta
furnizeaza o margine inferioara a timpului de executie si poate fi
utild pentru a identifica algoritmi ineficienti (dacd un algoritm are
un cost mare in cel mai favorabil caz, atunci el nu poate fi
considerat o solutie acceptabild).

1.2. Timp mediu de executie

Uneori, cazurile extreme (cel mai defavorabil si cel mai
favorabil) se intalnesc rar, astfel ca analiza acestor cazuri nu
furnizeaza suficienta informatie despre algoritm.

In aceste situatii este utili o alti misurd a complexitatii
algoritmilor si anume timpul mediu de executie. Acesta reprezintd o
valoare medie a timpilor de executie calculatd in raport cu
distributia de probabilitate corespunzatoare spatiului datelor de
intrare.

2. Etapele analizei complexitatii

In analiza complexititii unui algoritm se parcurg urmitoarele
etape:

1. Se stabileste dimensiunea problemei.

2. Se identifica operatia de baza.

3. Se verificd daca numarul de executii ale operatiei de baza
depinde doar de dimensiunea problemei. Daca da, se determina
acest numar. Daca nu, se analizeaza cazul cel mai favorabil, cazul
cel mai defavorabil si (daca este posibil) cazul mediu.

4. Se afla clasa de complexitate caruia ii apartine algoritmul.



Cateva reguli generale pentru evaluarea timpului de executie in
functie de marimea datelor de intrare:

1. Timpul de executie a unei instructiuni de asignare, citire sau
scriere, este constant si se noteaza cu O(1).

2. Timpul de rulare a unei secvente de instructiuni e determinat
de regula de insumare, fiind proportional cu cel mai lung timp din
cei ai instructiunilor secventei.

3. Timpul de executie a unei instructiuni if - then - else este
suma dintre timpul de evaluare a conditiei (O(1)) si cel mai mare
dintre timpii de executie ai instructiunilor pentru conditia adevarata
sau falsa.

4. Timpul de executie a unei instructiuni de ciclare este suma,
pentru toate iteratiile, dintre timpul de executie a corpului
instructiunii si cel de evaluare a conditiei de terminare (O(1)).

5. Pentru evaluarea timpului de executie a unei proceduri
recursive, se asociaza fiecarei proceduri recursive un timp
necunoscut T(n), unde n masoara argumentele procedurii; se poate
obtine o relatie recurenta pentru T(n), adica o ecuatie pentru T(n), in
termeni T(K), pentru diferite valori ale lui k.

6. Timpul de executie poate fi analizat chiar pentru programele
scrise in pseudocod; pentru secventele care cuprind operatii asupra
unor structuri de date, se pot alege cateva implementari si astfel se
poate face comparatie intre performantele implementarilor, in
contextul aplicatiei respective.

3. Analiza empirica a complexitatii algoritmilor

O alternativa la analiza matematica a complexitatii o reprezinta
analiza empirica.

Aceasta poate fi utila pentru:

- a obtine informatii preliminare privind clasa de complexitate a
unui algoritm;

- pentru a compara eficienta a doi (sau mai multi) algoritmi
destinati rezolvarii aceleiasi probleme;



- pentru a compara eficienta mai multor implementari ale
aceluiasi algoritm;

- pentru a obtine informatii privind eficienta implementarii unui
algoritm pe un anumit calculator.

Etapele analizei empirice. In analiza empirica a unui algoritm se
parcurg de regula urmatoarele etape:

1. Se stabileste scopul analizei.

2. Se alege metrica de eficientd ce va fi utilizatd (numar de
executii ale unei/unor operatii sau timp de executie a intregului
algoritm sau a unei portiuni din algoritm.

3. Se stabilesc proprietatile datelor de intrare in raport cu care
se face analiza (dimensiunea datelor sau proprietati specifice).

4. Se implementeaza algoritmul intr-un limbaj de programare.

5. Se genereaza mai multe seturi de date de intrare.

6. Se executa programul pentru fiecare set de date de intrare.

7. Se analizeaza datele obtinute.

Alegerea masurii de eficienta depinde de scopul analizei. Daca,
de exemplu, se urmareste obtinerea unor informatii privind clasa de
complexitate sau chiar verificarea acuratetei unei estimari teoretice
atunci este adecvata utilizarea numarului de operatii efectuate. Daca
insa scopul este evaluarea comportarii implementarii unui algoritm
atunci este potrivit timpul de executie.

Pentru a efectua o analiza empirica nu este suficient un singur set
de date de intrare ci mai multe, care sa puna in evidenta diferitele
caracteristici ale algoritmului. In general este bine sa se aleagi date
de diferite dimensiuni astfel incat sa fie acoperitd plaja tuturor
dimensiunilor care vor apare in practicd. Pe de altd parte are
importanta si analiza diferitelor valori sau configuratii ale datelor de
intrare. Daca se analizeaza un algoritm care verifica daca un numar
este prim sau nu si testarea se face doar pentru numere ce nu sunt
prime sau doar pentru numere care sunt prime atunci nu se va obtine
un rezultat relevant. Acelasi lucru se poate intdmpla pentru un
algoritm a cdrui comportare depinde de gradul de sortare a unui
tablou.



In vederea analizei empirice la implementarea algoritmului intr-
un limbaj de programare vor trebui introduse secvente al caror scop
este monitorizarea executiei. Dacd metrica de eficientd este numarul
de executii ale unei operatii atunci se utilizeaza un contor care se
incrementeaza dupa fiecare execufie a operatiei respective. Daca
metrica este timpul de executie atunci trebuie Inregistrat momentul
intrarii in secventa analizatd si momentul iesirii. Majoritatea
limbajelor de programare ofera functii de masurare a timpului scurs
intre doud momente. Este important, in special in cazul in care pe
calculator sunt active mai multe taskuri, s se contorizeze doar
timpul afectat de executia programului analizat. In special daci este
vorba de masurarea timpului este indicat sa se ruleze programul de
test de mai multe ori si sa se calculeze valoarea medie a timpilor.

Dupa executia programului pentru datele de test se inregistreaza
rezultatele iar in scopul analizei fie se calculeaza marimi sintetice
(de ex. media) fie se reprezinta grafic perechi de puncte de 0 anume
forma (dimensiune problema, masura de eficientd).

4. Ordin de crestere

Pentru a aprecia eficienta unui algoritm nu este necesard
cunoasterea expresiei detaliate a timpului de executie. Mai degraba
este interesant modul in care timpul de executie creste o datd cu
cresterea dimensiunii problemei. O masura utild in acest sens este
ordinul de crestere. Acesta este determinat de termenul dominant
din expresia timpului de executie. Cand dimensiunea problemei este
mare valoarea termenului dominant depaseste semnificativ valorile
celorlalti termeni astfel ca acestia din urma pot fi neglijati.

Intrucat problema eficientei devine criticd pentru probleme de
dimensiuni mari se face analiza complexitatii pentru cazul cand n
este mare (teoretic se considerd ca N — ), in felul acesta luandu-se
in considerare doar comportarea termenului dominant. Acest tip de
analiza se numeste analiza asimptotica. In cadrul analizei
asimptotice se considera ca un algoritm este mai eficient decat altul



daca ordinul de crestere al timpului de executie al primului este mai
mic decat al celuilalt.

Existd urmatoarele cazuri cand ordinul de crestere a timpului de
executie, nu e cel mai bun criteriu de apreciere a performantelor
unui algoritm:

- dacd un program se ruleaza de putine ori, se alege algoritmul
cel mai usor de implementat;

- daca intretinerea trebuie facuta de o altd persoana decat cea
care l-a scris, un algoritm simplu, chiar mai putin eficient, e de
preferat unuia performant, dar foarte complex si greu de inteles;

- exista algoritmi foarte eficienti, dar care necesitd un spatiu de
memorie foarte mare, astfel incat folosirea memoriei externe le
diminueaza foarte mult performantele.

4.1. Notatii asimptotice.

Fie N multimea numerelor naturale (pozitive sdu zero) si R
multimea numerelor reale. Notam prin N* si R* mulfimea
numerelor naturale, respectiv reale, strict pozitive, si prin R*
multimea numerelor reale nenegative. Fie f : N — R* o functie
arbitrara. Definim multimea

O(f)={t: N —> R*| (3c € R") (3no € N) (¥n > ng) [t(n) < cf
(M1}

Cu alte cuvinte, O(f) (se citeste “ordinul lui f ) este multimea
tuturor functiilor t marginite superior de un multiplu real pozitiv al
lui f, pentru valori suficient de mari ale argumentului. Vom conveni
sa spunem ca t este in ordinul lui f (sau, echivalent, t este in O(f),
sau teO(f)) chiar si atunci cand valoarea f (n) este negativa sau
nedefinita pentru anumite valori n <no. In mod similar, vom vorbi
despre ordinul lui f chiar si atunci cand valoarea t(n) este negativa
sau nedefinita pentru un numar finit de valori ale lui n; in acest caz,
vom alege no suficient de mare, astfel incat, pentru n > ng, acest
lucru sa nu mai apara. In loc de teO( f), uneori este mai convenabil
sa folosim notatia t(n)eO(f (n)), subantelegand aici ca t(n) si f (n)
sunt functii.
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Notatia asimptoticd defineste o relatie de ordine partiald intre
functii si deci, intre eficienta relativa a diferitilor algoritmi care
rezolva o anumitd problema. Vom da in continuare o interpretare
algebrica a notatiei asimptotice. Pentru oricare doua functii f, g : N
— R*, definim urmaétoarea relatie binara: f <g daca O(f)cO(Q).
Relatia “<” este o relatie de ordine partiala in multimea functiilor
definite pe N si cu valori in R*. Definim si o relatie de echivalenta:
f= g daca O(f) = O(g).

In multimea O(f) putem inlocui pe f cu orice alti functie
echivalenta cu f. De exemplu, Ig n=1In n=log n si avem O(Ig n) =
O(In n) = O(log n). Notand cu O(1) ordinul functiilor marginite
superior de o constanta, obtinem ierarhia:

0O(1) = O(log n) = O(n) = O(n log n) = O(n?) = O(n®) = O(2"

Aceasta ierarhie corespunde unei clasificari a algoritmilor dupa
un criteriu al performantei. Pentru o problema data, dorim mereu sa
obtinem un algoritm corespunzator unui ordin cat mai mic. Astfel,
este o mare realizare dacd 1n locul unui algoritm exponential gasim
un algoritm polinomial.

Notatia O(f) este folosita pentru a limita superior timpul necesar
unui algoritm, masurand eficienta algoritmului respectiv. Uneori
este util si estimam si o limitd inferioara a acestui timp. In acest
scop, definim multimea

Q(f)={t:N—-> R*|(3c € R) (3no € N) (Vn > no) [t(n) > cf
(M1}

Existd o anumita dualitate intre notatiile O(f) si Q(f). Si anume,
pentru doua functii oarecare f, g: N — R*, avem: f € O(g), daca si
numai daca
g € Q(f).

O situatie fericita este atunci cand timpul de executie al unui
algoritm este limitat, atat inferior cat si superior, de cate un multiplu
real pozitiv al aceleiasi functii. Introducem notatia

o(f) = 0 n Q(f)
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numitd ordinul exact al lui f. Pentru a compara ordinele a doua
functii, notatia ® nu este insa mai puternica decat notatia O, in
sensul ca relatia

O(f) = O(g) este echivalenta cu O(f) = ©(qg).

Se poate intdmpla cd timpul de executie al unui algoritm sa
depinda simultan de mai multi parametri. Aceasta situatie este tipica
pentru anumifi algoritmi care opereaza cu grafuri si in care timpul
depinde atat de numarul de varfuri, cat si de numarul de muchii.
Notatia asimptotica se generalizeaza in mod natural si pentru functii
cu mai multe variabile. Astfel, pentru o functie arbitrara f : N x N
— R* definim

Of)={t:NxN— R*|(3c € R*) (3mo, no € N) (¥m = mo) (¥n
> ng) [t(m, n) < cf (m, n)]}

Similar, se obtin si celelalte generalizari.

4.2. Operatii asupra functiilor asimptotice

1. Daca T1(n) si T2(n) sunt timpii de executie a doud secvente
de program P1 si P2, T1(n) fiind O(f(n)), iar T2(n) fiind
O(g(n)), atunci timpul de executie T1(n)+T2(n), al secventei
P1 urmata de P2, va fi O(max(f(n),g(n))).

2. Daca T1(n) este O(f(n)) si T2(n) este O(g(n)), atunci
T1(n)*T2(n) este O(f(n)*g(n)).

5. Exemple

1. Mai jos este prezentat modul de evaluare a timpului de
executie a procedurii de sortare a elementelor unui tablou de
dimensiune n prin metoda "bubble sort":

procedure bubble (a[l1..n]){sortare crescatoare}
1: fori<1lton-1do

2: forje—ndowntoi+ 1ldo

3: if a[j - 1] > a[j] then

4: temp<«alj - 1];
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5: afj - 1] «a[jl;
6: a[j] «temp
return a[1..n] sortat

Timpii de rulare pentru instructiunile de asignare (4),(5) si (6)
sant O(1), deci pentru secventa (4)-(6), timpul este O(max(1,1,1)) =
0(1).

Pentru instructiunea if - then (3), timpul este suma dintre cel
pentru evaluarea conditiei, O(1) si cel al secventei ce se executd la
conditie adevarata, tot O(1), calculat mai sus, deci O(1), acesta fiind
si timpul pentru o iteratie a instructiunii for (2).

Pentru cele n - i iteratii ale lui for (2), timpul de executie este:

O((n-1)*1) = O(n - 1).
Pentru instructiunea for (1), avand n-1 iteratii, timpul de executie

este:
n-1

Yh-i)=(-1)+@O-2)+.+(-n+1)="7-n7

i=1
deci este O(n?).

2. Modalitatea de evaluare a timpului de executie al unei
proceduri recursive, este ilustrata prin cea a functiei de calcul al
factorialului:

function factorial(n: integer)

1:ifn<1then
2: factorial«—1
3: else factorial«— n*factorial(n - 1)

return factorial(n)

Dimensiunea intrarii este aici N, valoarea numarului al carui
factorial se calculeaza si se noteaza cu T(n), timpul de rulare al
functiei factorial(n).

Timpul de rulare pentru liniile (1) si (2) este O(1), iar pentru linia
(3) este O(1) + T(n - 1), deci cu constantele c si d neprecizate:

T(n)=c+T(n-1), pentrun>1sauT(n)=d, pentrun<1.

13



Pentru n > 2, expandand pe T(n - 1), se obtine T(n) =2c + T(n -
2), pentrun > 2.

Pentru n > 3, expandand pe T(n - 2), se obtine T(n) = 3¢ + T(n -
3), pentrun > 3.

Deci, in general T(n) =ic + T(n - i), pentru n > i.

in final, cand i = n - 1, se obtine T(n) = (n - 1)c + T(1) = (n - 1)c
+d.

Deci T(n) = O(n).

SARCINA DE BAZA:

1. Efectuati analiza empirica a algoritmilor propusi.

2. Determinati relatia ce reprezintd complexitatea temporala
pentru acesti algoritmi.

3. Determinati complexitatea asimptotica a algoritmilor.

4. Faceti o concluzie asupra lucrarii efectuate.

Intrebiri de control:

1. Enumerati factorii ce influenteazd timpul de executie al
algoritmului.

2. Cand timpul de executie al algoritmului este dat de o relatie
de recurenta ?

3. Care sunt regulile generale pentru evaluarea timpului de

executie?

4. Care sunt etapele analizei empirice si in care cazuri se face
analiza empirica a algoritmilor?

5. Ce proprietati poseda functiile asimptotice?

14



LUCRARE DE LABORATOR NR. 2
Tema: Metoda divide et impera

Scopul lucrarii:

1. Studierea metodei divide et impera.

2. Analiza si implementarea algoritmilor bazati pe metoda
divide et impera.

Note de curs:

1. Tehnica divide et impera

Divide et impera este o tehnica de elaborare a algoritmilor care
consta in:
1. Descompunerea cazului ce trebuie rezolvat intr-un numar de
subcazuri mai mici ale aceleiasi probleme.
2. Rezolvarea succesiva si independenta a fiecaruia din aceste
subcazuri.
3. Combinarea subsolutiilor astfel obtinute pentru a gasi solutia
cazului initial.
Algoritmul formal al metodei divide et impera:

function divimp(x)

{returneaza o solutie pentru cazul X}

1: if x este suficient de mic

2: then return adhoc(Xx)

3:  {descompune X in subcazurile X1, X, ..., Xk}

4: for i < 1 to k do yi « divimp(xi)

5. {recompune yi, yo, ..., Yk in scopul obtinerii solutiei y pentru
X}

6: returny

unde adhoc este subalgoritmul de baza folosit pentru rezolvarea
micilor subcazuri ale problemei in cauza.
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Un algoritm divide et impera trebuie sa evite descompunerea
recursiva a subcazurilor “suficient de mici”, deoarece, pentru
acestea, este mai eficientd aplicarea directd a subalgoritmului de
baza.

Observam cd metoda divide et impera este prin definitie
recursiva. Uneori este posibil s eliminam recursivitatea printr-un
ciclu iterativ. Implementata pe o masina conventionala, versiunea
iterativa poate fi ceva mai rapida (in limitele unei constante
multiplicative). Un alt avantaj al versiunii iterative ar fi faptul ca
economiseste spatiul de memorie. Versiunea recursiva foloseste o
stivd necesara memorarii apelurilor recursive. Pentru un caz de
marime N, numarul apelurilor recursive este de multe ori in
Q(log n), uneori chiar in Q(n).

2. Algoritmi de sortare ,,divide et impera”
2.1. Mergesort (sortarea prin interclasare)

Fie T[1 .. n] un tablou pe care dorim sa-1 sortam crescator. Prin
tehnica divide et impera putem proceda astfel: separam tabloul T in
doua parti de marimi cat mai apropiate, sortdm aceste parfi prin
apeluri recursive, apoi interclasdm solutiile pentru fiecare parte,
fiind atenti sa pastram ordonarea crescatoare a elementelor.
Obtinem urmatorul algoritm pentru rezolvarea unei subprobleme:

procedure mergesort (T, p, )

1. ifp<r

2: then q<«|[(p+r)/2]

3: mergesort (T, p, Q)
4: mergesort(T, g+1, r)
5 merge (T, p,q, )

Acum putem sorta intreg tabloul T apeland procedura mergesort (T,
1,n)
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Etapa cea mai importantd a algoritmului este interclasarea merge
(T, p, g, 1). Scopul acestei prelucrari este construirea unui tablou
ordonat pornind de la doud tablouri ordonate. Ideea prelucrarii
consta in a parcurge in paralel cele doua tablouri si a compara
elementele curente. In tabloul final se transfera elementul mai mic
dintre cele doua elemente curente, iar contorul utilizat pentru
parcurgerea tabloului din care s-a transferat un element este
incrementat. Procesul continud pand cand unul din tablouri este
transferat in intregime. Elementele celuilalt tablou sunt transferate
direct in tabloul final.

Algoritmul mergesort ilustreaza perfect principiul divide et
impera:

- divide problema in subprobleme;

- stapaneste subproblemele prin rezolvare;

- combina solutiile subproblemelor.

In algoritmul mergesort, suma marimilor subcazurilor este egala
cu marimea cazului initial. Aceastd proprietate nu este in mod
necesar valabila pentru algoritmii divide et impera. Este esential ca
subcazurile sa fie de marimi cat mai apropiate (sau, altfel spus,
subcazurile sa fie cat mai echilibrate).

2.2. Quicksort (sortarea rapida)

Algoritmul de sortare quicksort, inventat de Hoare in 1962, se
bazeaza de asemenea pe principiul divide et impera. Spre deosebire
de mergesort, partea nerecursivd a algoritmului este dedicata
construirii subcazurilor $i nu combinarii solutiilor lor.

Ca prim pas, algoritmul alege un element pivot din tabloul care
trebuie sortat. Tabloul este apoi partitionat In doud subtablouri,
alcatuite de-o parte si de alta a acestui pivot in urmatorul mod:
elementele mai mari decat pivotul sunt mutate in dreapta pivotului,
iar celelalte elemente sunt mutate in stanga pivotului. Acest mod de
partitionare este numit pivotare. In continuare, cele doud
subtablouri sunt sortate iIn mod independent prin apeluri recursive
ale algoritmului. Rezultatul este tabloul complet sortat; nu mai este
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necesard nici o interclasare. Pentru a echilibra marimea celor doua
subtablouri care se obtin la fiecare partitionare, ar fi ideal sa alegem
ca pivot elementul median. Intuitiv, mediana unui tablou T este
elementul m din T, astfel incat numarul elementelor din T mai mici
decat m este egal cu numarul celor mai mari decat m. Din pécate,
gasirea medianei necesita mai mult timp decat meritd. De aceea,
putem pur si simplu sa folosim ca pivot primul element al tabloului.
[ata cum arata acest algoritm:

procedure quicksort (T, p, )

Lifp<r

2: then g« Partition (T, p, r)
3: quicksort (T, p, q)

4: quicksort t(T, g+1, r)

Mai raméne sa concepem un algoritm de partitionare (pivotare)
cu timp liniar, care sa parcurga tabloul T o singura datd. Putem
folosi urmatoarea procedura

procedure Partition (T, p, r)
1:x <« T[p]

2: 1« p-1,

3jer+1

4: while TRUE do

5 repeat j < j— 1 until T[j] <x

6: repeat i <— i + 1 until T[i] > x

7 ifi<j

8: then interschimba T[i] < T[j]
9 else return j

Intuitiv, ne dam seama ca algoritmul quicksort este ineficient,

daca se Intdmpla in mod sistematic ca subcazurile sd fie puternic
neechilibrate. Operatia de pivotare necesita un timp in ®(n).
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Daca elementele lui T sunt distincte, cazul cel mai nefavorabil
este atunci cand initial tabloul este ordonat crescator sau
descrescator, fiecare partitionare fiind total neechilibrata.

SARCINA DE BAZA:

1. Studiati notiunile teoretice despre metoda divide et impera.

2. Implementati algoritmii Mergesort si Quicksort.

3. Efectuati analiza empiricd a algoritmilor Mergesort si
Quicksort.

4. Faceti o concluzie asupra lucrarii efectuate.
Intrebari de control:

1. De ce aceastd metoda se numeste divide et impera ?

2. Explicati notiunea de algoritm recursiv.

3. Descrieti etapele necesare pentru rezolvarea unei probleme
prin metoda divide et impera.

4. Ce tip de functie descrie timpul de executie al unui algoritm
de tipul divide et impera?

5. Care sunt avantajele si dezavantajele algoritmilor divide et
impera?
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LUCRAREA DE LABORATOR NR.3
Tema: Algoritmi greedy

Scopul lucrarii:
1. Studierea tehnicii greedy.
2. Analiza si implementarea algoritmilor greedy.

Note de curs:
1. Tehnica greedy

Algoritmii greedy (greedy =lacom) sunt in general simpli si
sunt folositi la rezolvarea problemelor de optimizare, cum ar fi: sa
se gaseasca cea mai bund ordine de executare a unor lucrdri pe
calculator, si se giseascd cel mai scurt drum intr-un graf etc. In
cele mai multe situatii de acest fel avem:

- multime de candidati (lucriri de executat, varfuri ale
grafului etc);

- o functie care verificd daca o anumitd multime de candidati
constituie o solutie posibila, nu neaparat optima, a problemei;

- o functie care verificd dacd o multime de candidati este
fezabila, adica daca este posibil sa  completim aceasta mulfime
astfel incat sa  obtinem o solutie posibild, nu neaparat optima, a
problemei;

- 0 functie de selectie care indica la orice moment care este
cel mai promitator dintre candidatii inca nefolositi;

- 0 functie obiectiv care da valoarea unei solutii (timpul
necesar executdrii tuturor lucrarilor intr-o anumita ordine, lungimea
drumului pe care l-am gasit etc); aceasta este functia pe care
urmarim sa o optimizdm (minimizam/maximizam).

Pentru a rezolva problema de optimizare, se cautd o solutie
posibila care si optimizeze valoarea functiei obiectiv. Un algoritm
greedy construieste solutia pas cu pas. Initial, mulfimea candidatilor
selectati este vida. La fiecare pas, se adauga acestei multimi cel
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mai promitator candidat, conform functiei de selectie. Daca, dupa o
astfel de adaugare, multimea de candidati selectati nu mai este
fezabila, se elimind ultimul candidat adaugat; acesta nu va mai fi
niciodata considerat. Daca, dupa adaugare, multimea de candidati
selectati este fezabild, ultimul candidat addugat va ramane de acum
incolo 1n ea. De fiecare data cand se largeste multimea candidatilor
selectati, se verifica daca aceastd mulfime nu constituie o solutie
posibila a problemei. Daca algoritmul greedy functioneaza corect,
prima solutie gasitd va fi totodatd o solutie optima a problemei.
Solutia optima nu este in mod necesar unica: se poate ca functia
obiectiv sa  aiba aceeasi valoare optimad pentru mai multe solutii
posibile. Functia de selectie este de obicei derivata din functia
obiectiv; uneori aceste doua functii sunt chiar identice.

2. Arbori de acoperire cu cost minim

Fie G = <V, M> un graf neorientat conex, unde V este multimea
varfurilor si M este multimea muchiilor. Fiecare muchie are un cost
nenegativ w (sau o lungime nenegativa). Problema este sa gasim o
submultime A < M, astfel incat toate varfurile din V sda ramana
conectate atunci cand sunt folosite doar muchii din A, iar suma
lungimilor muchiilor din A sa fie cat mai mica. Cautam deci 0
submultime A de cost total minim. Aceastd problema se mai
numeste si problema conectarii oraselor cu cost minim, avand
numeroase aplicatii.

Graful partial <V, A> este un arbore si este numit arborele de
acoperire minim al grafului G (minimal spanning tree (MST)). Un
graf poate avea mai multi arbori de acoperire de cost minim. Vom
prezenta doi algoritmi greedy care determina arborele de acoperire
minim al unui graf. In terminologia metodei greedy, vom spune ci o
multime de muchii este o solutie, daca constituie un arbore de
acoperire al grafului G, si este fezabila, daca nu contine cicluri. O
multime fezabila de muchii este promitatoare, daca poate fi
completata pentru a forma solutia optima. O muchie atinge o
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multime data de varfuri, dacd exact un capat al muchiei este in
multime.

Multimea initiala a candidatilor este M. Cei doi algoritmi greedy
aleg muchiile una cate una intr-o anumita ordine, aceasta ordine
fiind specifica fiecarui algoritm.

2.1. Algoritmul lui Kruskal

Arborele de acoperire minim poate fi construit muchie, cu
muchie, dupa urmatoarea metoda a lui Kruskal (1956): se alege intai
muchia de cost minim, iar apoi se adaugad repetat muchia de cost
minim nealeasda anterior §i care nu formeaza cu precedentele un
ciclu. Alegem astfel V-1 muchii. Este usor de dedus ca obtinem in
final un arbore.

In algoritmul lui Kruskal, la fiecare pas, graful partial <V, A>
formeaza o padure de componente conexe, in care fiecare
componenta conexa este la randul ei un arbore de acoperire minim
pentru varfurile pe care le conecteaza. In final, se obtine arborele
partial de cost minim al grafului G.

Pentru a implementa algoritmul, trebuie s putem manipula
submulfimile formate din varfurile componentelor conexe. Folosim
pentru aceasta o structura de date pentru multimi disjuncte pentru
prezentarea mai multor multimi de elemente disjuncte [Cormen].
Fiecare multime contine varfurile unui arbore din padurea curenta.
Functia Find-Set (u) returneaza un element reprezentativ din
multimea care il contine pe u. Astfel, putem determina daca doua
varfuri u si v apartin aceluiati arbore testand daca Find-Set (u) este
egal cu Find-Set (v). Combinarea arborilor este realizata de
procedura Union. In acest caz, este preferabil si reprezentim graful
ca o lista de muchii cu costul asociat lor, astfel incat sa putem
ordona aceasti listd in functie de cost. In continuare este prezentat
algoritmul:
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MST - Kruskal(G, w)

1. A=Y

2: for fiecare varfveV[G] do

3: Make-Set (v)

4. sorteaza muchiile din M crescator in functie de cost
5: for fiecare muchie (u, v) eM do

6: if Find-Set (u) # Find-Set (v)

7 then A< AU {{u,v}}

8: Union (u, v)

9: return A

Modul de lucru al algoritmului Kruskal:

Liniile 1-3 initializeaza multimea A cu multimea vida si crecaza
|V| arbori, unul pentru fiecare varf. Muchiile din M sunt ordonate
crescator dupa cost, in linia 4. Bucla for din liniile 5-8 verifica,
pentru fiecare muchie (u, v), daca punctele terminale U si Vv apartin
aceluiasi arbore. Daca fac parte din acelasi arbore, atunci muchia (u,
V) nu poate fi addugata la padure fara a se forma un ciclu si ea este
respinsd. Altfel, cele doud varfuri apartin unor arbori diferiti, si
muchia (u, v) este adaugata la A in linia 7, varfurile din cei doi
arbori fiind reunite in linia 8.

2.2. Algoritmul lui Prim

Cel de-al doilea algoritm greedy pentru determinarea arborelui
de acoperire minimal al unui graf se datoreaza lui Prim (1957). in
acest algoritm, la fiecare pas, multimea A de muchii alese Impreuna
cu multimea U a varfurilor pe care le conecteaza formeaza un
arbore partial de cost minim pentru subgraful <U, A> al lui G.
Initial, mulfimea U a varfurilor acestui arbore contine un singur varf
oarecare din V, care va fi radacina, iar multimea A a muchiilor este
vida. La fiecare pas, se alege o muchie de cost minim, care se
adauga la arborele precedent, dand nastere unui nou arbore partial
de cost minim. Arborele partial de cost minim creste “natural”, cu
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cate 0 ramurd, pana cand va atinge toate varfurile din V, adica pana
cand U = V.

Cheia implementdrii eficiente a algoritmului lui Prim este sa
procedam in asa fel incat sa fie usor sa selectim o nouda muchie
pentru a fi adiugati la arborele format de muchiile din A. In
pseudocodul de mai jos, graful conex G si radacina r a arborelui
minim de acoperire, care urmeaza a fi dezvoltat, sunt privite ca date
de intrare pentru algoritm. In timpul executiei algoritmului, toate
varfurile care nu sunt in arbore se afla intr-o coada de prioritate Q
bazati pe un camp key. Pentru fiecare varf v, key[v] este costul
minim al oricarei muchii care il uneste pe vV cu un varf din arbore.
Prin conventie, key[v] = oo dacid nu exista o astfel de muchie.
Campul z[v] retine ,,parintele” lui v din arbore. Adj[u] este lista de
adiacenta cu varful u.

MST - Prim(G, w, r)
1 Q< V[G]
: for fiecare varfueQ
do key[u] <« «
:key[r] « 0O
- 7[r] « NIL
- while Q # &
do u « Extract-Min(Q)
for fiecare varf veAdj[u]
do if veQ and w(u, v) < key[v]
then z[v] < u
key[v] < w(u, v)

el
= o

Modul de lucru al algoritmului Prim:

In liniile 1-4 se initializeaza coada de prioritate Q, astfel incat
aceasta sd contina toate varfurile si se initializeaza campul key al
fiecarui varf cu oo, exceptie ficand radacina r, al carei camp key este
initializat cu 0. In linia 5 se initializeaza z[r] cu NIL, deoarece
radacina r nu are nici un pdarinte. Pe parcursul executiei
algoritmului, multimea V — Q contine varfurile arborelui curent. In
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linia 7 este identificat un varf ueQ incident unei muchii usoare care
traverseaza taietura (V — Q, Q) (cu exceptia primei iteratii, in care U
= v datorita liniei 4). Eliminarea lui U din mulfimea Q il adauga pe
acesta multimii V — Q a varfurilor din arbore. In liniile 8-11 se
actualizeaza campurile key si 7 ale fiecarui varf v adiacent lui u, dar
care nu se afla in arbore. Actualizarea respecta conditiile key[v]=
w(v, z[Vv]), si (v, z[v]) s fie o muchie usoara care il uneste pe vV cu
varf din arbore.

SARCINA DE BAZA:

1. De studiat tehnica greedy de proiectare a algoritmilor.

2. De implementat intr-un limbaj de programare algoritmii
Prim si Kruskal.

3. De facut analiza empirica a algoritmilor Kruskal si Prim.

4. De alcatuit un raport.

Intrebiri de control:

1. Descrieti metoda greedy.

2. Cand se aplica algoritmul Kruskal si cand algoritmul Prim ?

3. Cum pot fi imbunatatite performantele algoritmului
Dijkstra?

4. Ce tip de date este comod de folosit la elaborarea programului
al unui algoritm de tip greedy?

5. Care sunt avantajele si dezavantajele algoritmilor Prim si
Kruskal?
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LUCRAREA DE LABORATOR NR.4

Tema: Metoda programarii dinamice

Scopul lucrarii:

1. Studierea metodei programarii dinamice.

2. Analiza si implementarea algoritmilor de programare
dinamica.

3. Compararea tehnicii greedy cu metoda de programare
dinamica.

Note de curs:
1. Programarea dinamica.

O problema rezolvabild prin metoda programarii dinamice
trebuie adusa mai intai la o forma discreta in timp. Deciziile care se
iau pentru a obtine un rezultat trebuie sa se poata lua pas cu pas. De
asemenea, foarte importantd este ordinea in care acestea se iau.
Programarea dinamicd este (si nu luati aceste randuri ca pe o
definitie) in esentd un proces decizional in mai multe etape: in
starea inifiald a problemei ludm prima decizie, care determind o
noua stare a problemei in care ludm o decizie. Termenul dinamic se
referd chiar la acest lucru: problema este rezolvatd in etape
dependente de timp. Variabilele, sau functiile care descriu fiecare
etapa trebuie sa fie in asa fel definite incat sd descrie complet un
proces, deci pentru acest lucru va trebui sd raspundem la doua
intrebari:

- care este etapa initiala (caz in care avem de a face cu un
proces decizional descendent) sau care este etapa finala (caz in care
avem de a face cu un proces decizional ascendent)?

- care este regula dupa care trecem dintr-o etapa in alta ? De
obicei aceasta regula este exprimata printr-0 recurenta.

26



Deoarece, avem de a face cu o problema care se rezolva in mai
multe etape, nu ne mai ramane decat sa vedem cum luam deciziile
dintr-o etapa in alta.

De exemplu, problema calculului numerelor lui Fibonaci se
incadreaza in categoria programarii dinamice deoarece:

- este un proces in etape;

- fiecarei etape K ii corespunde calculul celui de al k-lea numar
Fibonacci;

- existd o singura decizie pentru a trece la o etapa superioara;

Determinarea unui drum ce leagd doua orase A si B si care trece
printr-un numar minim de alte orage este tot o problema de
programare dinamica deoarece:

- este un proces 1n etape,

- fiecarei etape K ii corespunde determinarea unui drum de
lungime k ce pleaca din orasul A,

- dar existd mai multe decizii pentru trecerea la drumul de
lungimea k + 1.

In cele ce urmeaza prin strategie intelegem un sir de decizii.
Conform principiului lui Bellman, numit principiul optimalitatii
avem:

O strategie are proprietatea cd oricare ar fi starea initiald §i
decizia initiald, deciziile ramase trebuie sa constituie o strategie
optima privitoare la starea care rezulti din decizia anterioara.

Demonstrarea corectitudinii unui algoritm de programare
dinamica se face, asa cum rezulta si din principiul optimalitatii, prin
inductie matematica.

Definitia 1. Fie P problema care trebuie rezolvatd. Simbolul P
codificd problema inifiala impreund cu dimensiunea datelor de
intrare. O subproblema Qi (care este rezolvata la etapa 1) are aceeasi
forma ca P, dar datele de intrare pe care le prelucreaza sunt mai
mici in comparatie cu cele cu care lucreazd P. Cuvantul dinamic
vrea sa sugereze tocmai acest lucru: uniformitatea subproblemelor
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si rezolvarea lor In mod ascendent. Pe scurt Qi se obtine din P
printr-o restrictionare a datelor de intrare.

Din aceastd definitie rezultd asa-zisa dependentd (mai precis
incluziune) dintre subprobleme. O subproblema Qi obtine alte
subprobleme daca datele asupra carora opereaza Qi sunt mai mari
decat datele asupra carora opereaza subproblemele continute, deci
nu este vorba doar de o simpld dependentd intre subprobleme,
acestea fiind incluse una n cealalta.

Exista doua tipuri de subprobleme: directe care rezulta din relatia
de recurenta si subprobleme indirecte care de fapt sunt sub-sub-
subprobleme ale problemei initiale. De exemplu, in cazul numerelor
lui Fibonacci, pentru determinarea termenului F(5) subproblemele
directe sunt F(4) si F(3), iar F(2), F(1) si F(0) sunt subprobleme
indirecte.

Definirea relatiilor dintre etape se face recursiv. Prin prisma unui
matematician acest lucru este inconvenient, dar orice informatician
stie cd recursivitatea inseamnd resurse (timp §i memorie)
consumate. Pe langa inconvenientele legate de apelurile recursive, o
subproblema este calculatd de mai multe ori. Aceste lucruri pot fi
evitate dacd subproblemele se calculeaza incepand de jos in sus
(adicd de la cea mai “mica” la cea mai “mare”) si se retin rezultatele
obtinute. In cazul numerelor Fibonacci, cea mai mica subproblema
este calcularea lui Fibonacci(0) si a lui Fibonacci(l), iar cea mai
mare subproblema este calcularea Iui Fibonacci(N) unde N este un
numar dat.

O problema de programare dinamica se poate prezenta sub
forma unui graf orientat. Fiecarui nod ii corespunde o etapa (sau o
subproblema), iar din relatiile de recurentd se deduce modul de
adaugare a arcelor. Mai precis, vom adduga un arc de la starea
(etapa) i la starea (etapa) j daca starea j depinde direct de starea i.
Dependenta directa dintre etape este data de relatiile de recurenta.

Construirea unui astfel de graf este echivalentd cu rezolvarea
problemei. Determinarea sirului deciziilor care au adus la solutie se
reduce la o problema de drum in grafuri.
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Notam cu P, problema pe care o dorim si o rezolvam. Intelesul
pe care 1l dam lu P include si dimensiunea datelor de la intrare.

Am spus anterior ca o etapa, sau o subproblema are aceeasi
forma ca si problema de rezolvat la care sunt adaugate cateva
restrictii.

Pentru ca aceste probleme sa poata fi calculate trebuie stabilita o
ordine in care ele vor fi prelucrate. Considerand reprezentarea sub
forma wunui graf (nodurile corespund etapelor, muchiilor -
deciziilor), va trebui sa efectuam o sortare topologica asupra
nodurilor grafului. Fie Qo, Qu,..., Qn ordinea rezultatd unei astfel
de sortari. Prin Qj am notat o subproblema (Qo este subproblema cea
mai micd). In cazul submultimii de sumi datd, Qi este chiar
descompunerea lui i in suma de numere din vectorul dat. Fie S
solutia problemei Qi. Solutia subproblemei Qn este solutia
problemei P.

Algoritmul general este:

procedure Rezolva(P)

{initializeaza (So) }

1: fori<1toNdo

2: progreseaza (So, ..., Si-1, Si); { aceasta procedura calculeaza
solutia problemei Qj pe baza solutiilor problemelor Qo, ..., Qi-1, cu
o recurentd de jos 1n sus.}

3: return (Sn)

Demonstrarea corectitudinii unui astfel de algoritm se face prin
inductie dupa i.

Referitor la complexitatea unui algoritm de programare
dinamica, putem spune cd aceasta depinde de mai multi factori:
numadrul de stari, numarul de decizii cu care se poate trece intr-0
stare, complexitatea subproblemei initiale (Qo)... . Ceea ce apare
insd in toate problemele, este numdrul de stari (etape). Deci
complexitatea va avea forma O(N-...).

Notiunea de complexitate pseudo — polinomiala, de asemenea
este legata uneori de complexitatea unui algoritm de programare

29



dinamica. Fie D multimea tuturor intrarilor corecte pentru o
problema data. Definim doua functii:

Max: D — Z" si

Lungimea: D — Z".

Functia Max indica valoarea maxima a datelor de intrare, iar
functia Lungimea indica lungimea lor.

Un algoritm este numit algoritm pseudo — polinomial, daca
functia sa de complexitate este marginita superior de o functie
polinomiala in doua variabile: Max[l1] si Lungime[l]. Prin definitie
orice algoritm polinomial este si pseudo — polinomial, deoarece se
executd intr-un timp marginit de un polinom de Lungime[l], dar nu
toti algoritmii  pseudo-polinomiali sunt polinomiali. Pentru
problemele care au proprictatea ca Max[l] este marginita de o
functie polinomiald in variabila Lungime [l] nu existd nici o
distinctie intre algoritmii polinomiali si cei pseudo-polinomiali. Sa
vedem cand se poate si cand nu se poate construi un algoritm
pseudo-polinomial? Spunem despre o problema ca este number-
problem daca nu existd nici o functie polinomiala p, astfel incat
Max[I] < p(Lungime[l]) pentru orice intrare | corecta.

Singurele probleme NP-complete care sunt candidate pentru a fi
rezolvate prin algoritmi pseudo-polinomiala se afla in aceasta clasa
de probleme.

Existd mai multe clasificari ale problemelor de programare
dinamica:

1. Dupa natura deciziilor pot fi deterministe sau nedeterministe.
La cele nedeterministe, in scrierea relatiilor de recurenta intervine si
o probabilitate (probabilitatea ca produsul sa fie vandut, ca individul
X sa ajunga intr-un punct dat, ca moneda sd cada pe partea cu stema,
ca 0 masina sa se strice dupa ce a produs un numar de piese.)

2. Dupa valoarea deciziilor pot fi de optimizare (determinarea
drumurilor de cost minim intre douda noduri ale unui graf), de
neoptimizare (determinarea numerelor Fibonacci).

3. Dupa numarul de dimensiuni (sau numarul de parametri ai
functiilor de recurentd) pot fi unidimensionale (precum numerele lui
Fibonacci), sau multidimensionale.
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4. Dupa numadrul deciziilor care se pot lua la un pas pot fi
unidecizionale (ca numerele lui Fibonacci), sau multidecizionale (ca
drumul de lungime minimd intre doud noduri ale unui graf).
Problemele unidecizionale sunt de obicei de neoptimizare.

5. Dupa directia deciziilor putem avea programare dinamica
nainte in care starea i se calculeaza in functie de starile i+ 1,1+ 2,
..., sau programare dinamica napoi in care starea i se calculeaza in
functie de starile i —1,1-2, ....

Dezvoltarea unui algoritm bazat pe programarea dinamica poate
fi impartita intr-o secventa de patru pasi:

1. Caracterizarea structurii unei solutii optime.

2. Definirea recursiva a valorii unei solutii optime.

3. Calculul valorii unei solutii optime intr-o maniera de tip
"bottom-up".

4. Construirea unei solutii optime din informatia calculata.

Pasii 1-3 sunt baza unei abordari de tip programare dinamica.
Pasul 4 poate fi omis daca se doreste doar calculul unei singure
solutii optime. In vederea realizdrii pasului 4, deseori se pastreaza
informatie suplimentarda de la executia pasului 3, pentru a usura
constructia unei solutii optimale.

2. Probleme de drum minim in grafuri
2.1. Cele mai scurte drumuri care pleaca din acelasi punct

Fie G=<V,A> un graf orientat, unde V este multimea
varfurilor si A este multimea arcelo. Fiecare arc are o lungime
nenegativa. Unul din varfuri este ales ca varf sursa. Problema este
de a determina lungimea celui mai scurt drum de la sursa catre
fiecare varf din graf.

Se va folosi un algoritm greedy, datorat lui Dijkstra (1959).
Notam cu C multimea varfurilor disponibile (candidatii) si cu S
multimea varfurilor deja selectate. In fiecare moment, S contine
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acele varfuri a caror distantd minima de la sursa este deja cunoscuta,
in timp ce multimea C contine toate celelalte varfuri. La inceput, S
contine doar varful sursa, iar in final S contine toate varfurile
grafului. La fiecare pas, adaugam in S acel varf din C a carui
distanta de la sursa este cea mai mica.

Se spune, c¢a un drum de la sursa cétre un alt varf este special,
daca toate varfurile intermediare de-a lungul drumului apartin lui S.
Algoritmul lui Dijkstra lucreaza in felul urmator. La fiecare pas al
algoritmului, un tablou D contine lungimea celui mai scurt drum
special catre fiecare varf al grafului. Dupa ce se adauga un nou varf
v la S, cel mai scurt drum special catre v va fi, de asemenea, cel mai
scurt dintre toate drumurile catre v. Cand algoritmul se termina,
toate varfurile din graf sunt in S, deci toate drumurile de la sursa
catre celelalte varfuri sunt speciale si valorile din D reprezinta
solutia problemei.

Presupunem ca varfurile sunt numerotate, V ={1, 2, ..., n},
varful 1 fiind sursa, si ca matricea L da lungimea fiecarui arc, cu
L[i, j] = 4o, daca arcul (i,]) nu existd. Solutia se va construi in
tabloul D[2 .. n]. Algoritmul este:

function Dijkstra(L[1..n, 1..n])

1:C«{2,3,..,n} {S =V \C exista doar implicit}
2:fori« 2tondo D[i] « L[1, ]

3: repeat n—2 times

4: v «— varful din C care minimizeaza D[V]

5: C« C\{v} {si, implicit, S « S {v}}
6 for fiecarew € C do

7 D[w] <~ min(D[w], D[v]+L[v, w])

return D

Proprietatea 1. In algoritmul lui Dijkstra, daci un varf i

a) este in S, atunci D[i] da lungimea celui mai scurt drum de la
sursa catre i;

b) nuestein S, atunci D[i] da lungimea celui mai scurt drum
special de la sursa catre i.
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La terminarea algoritmului, toate varfurile grafului, cu
exceptia unuia, sunt in S. Din proprietatea precedenta, rezulta ca
algoritmul lui Dijkstra functioneaza corect.

2.2. Determinarea celor mai scurte drumuri intr-un graf

Fie G=<V,A> un graf orientat, unde V este multimea
varfurilor si A este multimea arcelor. Fiecarui arc i se asociaza o
lungime nenegativa. Sa se calculeze lungimea celui mai scurt drum
intre fiecare pereche de varfuri.

Vom presupune ca varfurile sunt numerotate de la 1 la n si ca
matricea L da lungimea fiecarui arc: L[i, i] =0, L[i,j]>0 pentru
i # ], L[i, j] =+ daca arcul (i, j) nu exista.

Principiul optimalitatii este valabil: daca cel mai scurt drum
de la i la j trece prin varful k, atunci portiunea de drum de la i la k,
cat si cea de la k la j, trebuie sa fie, de asemenea, optime.

Construim o matrice D care sa contind lungimea celui mai
scurt drum intre fiecare pereche de varfuri. Algoritmul de
programare dinamica initializeaza pe D cu L. Apoi, efectueaza n
iteratii. Dupa iteratia kK, D va contine lungimile celor mai scurte
drumuri care folosesc ca varfuri intermediare doar varfurile din
{1, 2, ..., k}. Dupa n iteratii, obtinem rezultatul final. La iteratia K,
algoritmul trebuie sa verifice, pentru fiecare pereche de varfuri (i, j),
daca exista sau nu un drum, trecand prin varful k, care este mai bun
decat actualul drum optim ce trece doar prin varfurile din
{1, 2, ...,k-1}. Fie Dk matricea D dupa iteratia k. Verificarea
necesara este atunci:

D«[i, j] = min(D«-u[i, j], Dk-1[i, K] + Dk-1[K, j])
unde s-a facut uz de principiul optimalitatii pentru a calcula
lungimea celui mai scurt drum fata de k. Implicit, s-a considerat ca

un drum optim care trece prin k nu poate trece de doua ori prin k.

Acest algoritm simplu este datorat lui Floyd (1962):
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function Floyd(L[1 ..n, 1..n])
1. array D[1..n,1..n]

2. D« L

3: fork« 1tondo

4: fori< 1ltondo

5 forj<« 1tondo

6 DIi, j] « min(D[i, j], D[i, k]+DIk, j1)
return D

Se poate deduce ca algoritmul lui Floyd necesitd un timp in
®(n%). Un alt mod de a rezolva aceasti problemi este si se aplice
algoritmul Dijkstra prezentat mai sus de n ori, alegand mereu un alt
varf sursi. Se obtine un timp in n ®(n?), adici tot in O(n%).
Algoritmul lui Floyd, datorita simplitatii lui, are insd constanta
multiplicativa mai mica, fiind probabil mai rapid in practica.

SARCINA DE BAZA:

1. De studiat metoda programarii dinamice de proiectare a
algoritmilor.

2. De implementat intr-un limbaj de programare algoritmii
prezentati mai sus.

3. De facut analiza empirica a acestor algoritmi pentru un graf rar si
pentru un graf dens.

4. De alcatuit un raport.

intrebiri de control:

1. Descrieti metoda programare dinamica.

2. De ce aceasta metoda se numeste programare dinamica?

3. Care este diferenta intre metoda divide et impera si metoda
programarii dinamice?

4. Care este clasificarea problemelor de programare dinamica?
5. Ce se Intampla in cazul cand costurile arcelor grafurilor
prelucrate cu algoritmii Dijkstra si Floyd sunt negative?
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LUCRAREA DE LABORATOR NR.5
Tema: Tehnica cautirii cu revenire (backtracking)

Scopul lucrarii:

1. Studierea metodei backtracking.

2. Analiza si implementarea algoritmilor bazati pe metoda
backtracking.

3. Compararea metodei backtracking cu metodele studiate pina
acum.

Note de curs:
1. Principiul de baza al metodei backtracking

Backtracking (in traducere aproximativa, “cautare cu revenire”)
este un principiu fundamental de elaborare a algoritmilor pentru
probleme de optimizare, sau de gasire a unor solutii care indeplinesc
anumite conditii. Majoritatea problemelor ce pot fi rezolvate prin
aceastd tehnica pot fi reduse la determinarea unei submulfimi a unui
produs cartezian de forma Aix Aox... x A, (cu submultimile Ax
finite). Fiecare element al submultimii poate fi vazut ca o solutie. O
solutie este de forma S = (S, S2, ..., Sn) CU
S €A = {alk a5, an } m, =cardA, . In majoritatea cazurilor nu orice

element al produsului cartezian este solutie ci doar cele care satisfac
anumite restrictii.

Metoda backtracking consta in construirea solutiei S completand
pe rand toate componentele Sx pentru k = 1, 2, ..., n. Specifica este
maniera de parcurgere a spatiului solutiilor:

- Solutiile sunt construite succesiv, la fiecare etapa fiind
completata cate o componenta (la fel ca tehnica greedy insa ulterior
se poate reveni asupra alegerii unei componente);

- Alegerea unei valori pentru o componentd se face intr-0
anumitd ordine (aceasta presupune ca pe mulfimile Ax existd o
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relatie de ordine si se realizeaza o parcurgere sistematicd a spatiului
Arx Apx... X Ap);

- La completarea componentei k se verifica daca solutia
partiala (S1, S2, ..., Sk), verifica conditiile induse de restrictiile
problemei. O solutie partiala care satisface restrictiile problemei
este numitd solutie fezabila deoarece poate conduce la o solutie a
problemei.

- Daca au fost incercate toate valorile corespunzatoare
componentei k si nu a fost gasitd o solutie sau daca se doreste
determinarea unei noi solutii atunci se revine la componenta (k-1) si
se incearcd urmdtoarea valoare corespunzdtoare acesteia s.a.m.d.
Aceasta revenire la o componenta anterioara este specifica tehnicii
backtracking.

- Procesul de cautare si revenire este continuat pana cand este
gasitd o solutie sau pana cand au fost testate toate configuratiile
posibile.

In aplicarea metodei pentru rezolvarea unei probleme concrete se
parcurg urmatoarele etape:

- Se alege o reprezentare a solutiei sub forma unui vector cu n
componente;

- Seidentifica multimile A1, Az,..., An si relatiile de ordine care
indica modul de parcurgere a fiecarei multimi;

- Pornind de la restrictiile problemei se stabilesc conditiile de
validitate ale solutiilor partiale (conditiile de continuare).

In descrierea algoritmului se vor volosi notatiile urmitoare:
A, :{al",azk,...,ar';k}, mk — numarul de elemente din Ax; K indica

componenta curenta din S; ix reprezinta indicele elementului curent
din Ax.
Structura generala a algoritmului este:

backtracking(n, As,..., An)
1Lk« 1
2: k<0
3: while k>0 do
4: ik« ikt1l
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5:  valid « FALSE
//cautarea unei componente valide pentru pozitia K

6 while (valid = FALSE) and (ik< mx) do

7 Sk < ajf

8: if (s1,..., Sk) ,.satisface conditiile de continuare” then
9: valid <« TRUE

10: else ik« ik+1

11: if valid = TRUE then

12: if (S1,..., Sk) este solutie then ,,s-a gasit solutia”

13: elseke—k+1; ik« 0

14: else ke k-1

Observatii. in problemele concrete pot apirea urmitoarele
situatii:

1. Multimile As,..., An nu sunt distincte sau elementele lor pot fi
generate pe parcursul algoritmului fara a fi necesara transmiterea lor
ca argument algoritmului.

2. Conditiile de continuare se deduc din restrictiile problemei.

3. Pentru unele probleme solutia este obtinuta in cazul in care
k=n iar pentru altele este posibil sa fie satisfacuta o conditie de
gasire a solutiei pentru k<n (pentru unele probleme nu toate
solutiile contin acelagi numar de elemente).

4. La gasirea unei solutii de cele mai multe ori aceasta se
afiseaza sau se memorizeaza intr-o zona dedicata. Daca se doreste
identificarea unei singure solufii atunci cautarea se opreste dupa
gasirea acesteia, altfel procesul de cdutare continud prin analiza
urmatoret valori a ultimei componente completate.

2. Problema colorarii hartilor
Formularea problemei. Se considera o hartd cu n tari care urmeaza

a fi colorata folosind m <n culori, astfel incat oricare doud tari
vecine sa fie colorate diferit. Relatia de vecinatate dintre tari este
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prezentatd printr-o matrice de adiacentda n x n ale carei elemente
sunt:
_ | 1, dacaiestevecinacu j

! _{ 0,daci i nu este vecinacu j
Reprezentarea solutiilor. O solutie a problemei este 0 modalitate de
colorare a tarilor si poate fi reprezentata printr-un vector (Si,..., Sn)
CU s; €{l,.., m} reprezentand culoarea asociata tarii i. Multimile de
valori ale elementelor Aj=...= An={1,..,m} .
Restrictii §i conditii de continuare. Restrictia ca doua tari vecine sa
fie colorate diferit se specifica prin: Sj #£Sj pentru orice i si j care au
proprietatea vij = 1. Conditia de continuare pe care trebuie s-o0
satisfaca solutia partiala (S,..., Sk) este: sk #Si pentru orice i < k cu
proprietatea vik = 1.
Descrierea algoritmului.

Colorare (n)
Lke1
2:5[k]« 0
3: whilek >0 do
4:  s[k] « s[k] +1
5 valid < FALSE
6:  while (valid = FALSE) and (s[k] <m) do
7 if validare (s[1..k]) then
8

: valid «+ TRUE
9: else s[K] « s[k] +1
11: if valid = TRUE then
12: if k = n then afisare (s[1..n])
13: else ke~ k +1; s[k]« 0

14: else ke k-1

Validare (s[1..k])
l:fori«1,k-1do
2:  if(s[k]=s[i]) and (v[i, k] = 1) then return FALSE
3: return TRUE
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3. Determinarea tuturor drumurilor dintre doua orase

Formularea problemei. Se considera o multime de n orase
{0,,0,,...,0,} s1 0 matrice binara cu n linii si n coloane prin care se

specifica intre care orase existd drumuri directe. Elementele
matricei sunt de forma:
{1, daca exista drum direct intre i si j

v;
0, altfel

Se cere sa se determine toate drumurile care leaga orasul op de

orasul 0q.

Reprezentarea solutiilor. In aceasti problema nu toate solutiile au

aceeasi lungime. O solutie a problemei este de forma (S, ..., Sm) CU

s; €1{1,2,...,n} indicand orasul care va fi parcurs in etapa i a traseului.

Restrictii si conditii de continuare. O solutie (Si,..., Sm) trebuie sa
satisfaca: sy = p (orasul de start), sm = ( (orasul destinatie), Si # S
pentru orice i #j(nu se trece de doud ori prin acelasi oras)
Vs, =1pentru i =1, 2, .., n— 1(intre orasele parcurse succesiv

existd drum direct). La completarea componentei K, conditia de
continuare este sg #si pentrui =1, 2, ..., k— 1si v =1. Conditia

de gasire a solutiel nu este determinatd de numarul de componente
completate ci de faptul ca sk=q

Descrierea algoritmului.
drumuri_recursiv(k)
1: if s[k-1] = q then afisare (S[1..k-1])

2: else

7 ifk#£n+1then

8: fori<1,ndo

9: S[K] « i

11: if validare (s[1..k]) then

drumuri_recursiv(k+1)
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validare (s[1..k])
1:if v[s[k-1], s[k]] = O then return FALSE

2: else
3: fori<1,k—-1do
2: if (S[K] = s[i]) then return FALSE

3: return TRUE

SARCINA DE BAZA:

1. De studiat tehnica backtracking de proiectare a algoritmilor.
2. De implementat intr-un limbaj de programare unul dintre
algoritmii prezentati mai sus.

3.
4.

De facut analiza acesui algoritm.
De alcatuit un raport.

Intrebiri de control:

1. In ce consta metoda backtracking?

2. Cum se parcurge spatiul solutiilor?

3. La rezolvarea unei probleme concrete ce etape se parcurg?
4. Ce este asemanator si diferit de tehnica greedy?

5. Care sunt conditiile de oprire a procesului de cautare in

metoda backtracking?
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LUCRAREA DE LABORATOR NR.6
Tema: Algoritmi genetici

Scopul lucrarii:

1. Studierea algoritmilor genetici.

2. Analiza si implementarea algoritmilor genetici.

3. Compararea algoritmilor genetici cu metoda backtracking .

Note de curs:
1. Introducere

Algoritmii genetici fac parte din clasa mai generalda a
algoritmilor evolutivi. Algoritmii evolutivi sunt metode de rezolvare
a problemelor bazate pe o cautare in spatiul solutiilor, in care se
folosesc populatii supuse unui proces de evolutie similar intr-0
masurd oarecare cu cel intalnit in natura.

Principalele notfiuni care permit analogia intre rezolvarea
problemelor de cautare si evolutia in natura sunt urmatoarele:

- Populatie. O populatie este formata din indivizi care traiesc
intr-un mediu la care trebuie sa se adapteze.

- Fitness. Fiecare individ din populatie este adaptat mai mult
sau mai putin la mediu. Fitness-ul este o masura a gradului de
adaptare la mediu. Scopul evolutiei este ca toti indivizii sa ajunga la
un fitness cat mai bun.

- Cromozom. Este o multime ordonatd de elmente, numite
gene ale caror valori determini caracteristicile unui individ. In
genetica pozitiile pe care se afla genele in cadrul cromozomului se
numesc loci, iar valorile pe care le pot lua se numesc alele.

- Generatie. Este o etapa in evolutia unei populatii. Daca
privim evolutia ca pe un proces iterativ in care o populatic se
transforma in alta atunci generatia este o iteratie in cadrul acestui
proces.
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- Selectie. Procesul de selectiec naturala are ca efect
supravietuirea indivizilor cu grad ridicat de adaptare la mediu.

- Reproducere. Este procesul prin care se trece de la o
generatie la alta. Indivizii noii generatii mostenesc caracteristici de
la precursorii lor dar pot dobandi si caracteristici noi ca urmare a
unor procese de mutasie care au un caracter aleator. in cazul in care
in procesul de reproducere intervin cel putin doi pirinti
caracteristicile mostenite ale urmasului se obtin prin combinarea
caracteristicilor parintilor.

2. Structura generala a unui algoritm genetic

Algoritmii genetici sunt procese iterative prin care o populatie
initializata aleator este transformata succesiv prin selectie,
incrucigsare si mutatie pana la atingerea unui numar anumit de
iteratii sau pana la indeplinirea unui alt criteriu de oprire.

Existd un numar foarte mare de variante de algoritmi genetici
datorita flexibilitatii lor. In general pentru fiecare problema concreta
apar elemente particulare in cadrul algoritmului. Cu toate acestea,
majoritatea algoritmilor genetici se pot incadra in urmatoarea
structura generald, unde P(t)= (xu(t), Xo(t),..., Xm(t)) reprezinta
populatia corespunzatoare generatiei t iar f(xi) reprezinta gradul de
adaptare la mediu al elementului x;:

genetic algoritm (P(t))

1: Initializare: P(0)= (x1(0), ..., xm(0)),t=0

2: repeat

3. evaluarea populatiei curente: calcul f(xi(t)) pentru i = 1, 2,
ey m

4:  selectia parintilor: P(t)—P?!

5. generarea urmasilor prin incrucisare: P1—P?

6: modificarea urmasilor prin mutatie: P>—P3

7. evaluarea populatiei de urmagi: calcularea valorilor lui f
pentru elementele lui P®

8: selectia supravietuitorilor: {P(t), P} »P(t + 1)
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9: incrementarea contorului de generatii:t=t+1
10: until t < tmax

La proiectarea unui algoritm genetic trebuie sa se stabileasca:

- Modul de codificare. Se specifica modul in care fiecarei
configuratii din spatiul de cautare i se asociaza un cromozom.

- Functia de adaptare. Se construieste functia care exprima
gradul de adaptare la mediu pornind de la restrictiile si functia scop
a problemei.

- Modul de initializare si dimensiunea populatiei. Se pot
utiliza populatii de dimensiune fixa sau de dimensiune variabila. De
cele mai multe ori populatia se initializeaza cu elemente aleatoare
din spatiul de cautare.

- Mecanismul de selectie a parintilor si a supravietuitorilor.

- Mecanismul de combinare a parintilor pentru a genera
urmasi.

- Mecanismul de mutatie prin care se asigura modificarea
cromozomilor generati.

- Criteriul de oprire. Atunci cand nu se cunoaste un criteriu
specific problemei se opteaza pentru un numar maxim de iteratii.

2.1. Codificarea cromozomilor

Codificarea spatiului de cautare este una dintre cele mai
importante etape in proiectarea unui algoritm genetic deoarece
determind modul in care se va desfasura procesul evolutiv. Aceasta
etapa se referd la urmatoarele aspecte:

- Structuri de date folosite;

- Regula de codificare;

- Regula de decodificare.

Structuri de date. In algoritmii genetici cromozomii sunt
reprezentati prin structuri liniare cu numar fix de elemente (tablouri)
cel mai des folosite sau cu numdr variabil de elemente (liste
inlantuite).

43



Reguli de codificare. Modul in care sunt codificati cromozomii
depinde de problema concreta. Existd urmatoarele variante de
codificare:

- Codificare binara. Varianta clasica de codificare a
cromozomilor. Intr-o astfel de codificare cromozomii sunt vectori
cu elementele din multimea {0, 1} iar spatiul de cautare este S{O,
1}", cu n gene (numarul de gene este corelat cu dimensiunea
problemei). Codificarea binara este utilizata in problemele de
optimizare combinatoriald in care configuratiile pot fi specificate ca
vectori binari.

- Codificarea reala. Este adecvatd pentru problemele de
optimizare pe domenii continue. In acest caz cromozomii sunt niste
vectori cu elemente reale, fiind chiar elementele domeniului de
definitie al functiei scop. Avantajul codificarii reale este faptul ca
este naturald si nu necesitd proceduri speciale de codificare si
decodificare.

- Codificarea specifica.Fiecare cromozom este reprezentat sub
forma unei permutari:

Cromozomul A |1534634892
CromozomulB |9243361548
Aceastd metodd de codificare se foloseste in cazul problemei
voigjorului comercial. O permutare reprezintd ordinea in care
voiajorul comercial viziteaza orasele.

Reguli de decodificare. Decodificarea asigurd pregatirea evaluarii
configuratiei. Ea este necesara doar pentru codificarea binara si
pentru codificarea specifica.

2.2. Populatia initiala

Populatia initiala este o multime de cromozomi care trebuie sa
fie suficient de mare pentru a se putea realiza un numar suficient de
combinatii Intre cromozomii componenfi, dar nu prea mare,
deoarece aceasta poate incetini algoritmul. De obicei populatia
initiald este una aleatoare, dar pentru o mai bund performanta, o
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parte din cromozomi pot fi generati prin metode euristice. In acest
mod s-ar putea ajunge la solutie mai repede.

2.3. Functia de adecvare (fitness-ul)

Fitness-ul unui cromozom este speranta lui de viata sau gradul de
adaptare la mediu. Scopul este de a obtime cromozomi cu fitnnes
cat mai mare sau cit mai mic, adica un fitness la extrema. Fitness-ul
este exprimat de o functie ce urmeaza a fi optimizatd minimizata
sau maximizata.

2.4. Selectia cromozomilor

Cromozomii sunt selectati din populatie pentru a fi parinti intr-0
incrucisare.

Existd mai multe metode de selectie, printre care:

1. Selectie aleatoare. Doi parinti sunt alesi aleator din populatie.
Aceasta se face generand doud numere aleatoare intre 1 si
dimensiunea populatiei.

2. Selectie cu ajutorul ruletei. Parintii sunt selectati in
conformitate cu fitness-ul lor. Cu cat sunt mai buni, cu atét sansa lor
de a fi alesi este mai mare. Ne imagindm o ruletd in care sunt
dispusi toti cromozomii din populatie. Fiecarui cromozom f{i
corespunde un sector al ruletei, direct proportional, ca marime, cu
fitness-ul cromozomului respectiv. In acest fel cromozomii cu
fitness mare au atasate sectoare mai mari, iar cei cu fitness mic au
atagate sectoare mai mici. La aruncarea bilei pe ruletd exista mai
multe sanse de alegere pentru cromozomii cu fitness mai mare.

Simularea rotii de ruleta se face in felul urmator:

- Se calculeaza suma tuturor fitness-urilor cromozomilor (S).

- Se genereaza un numar aleator r intre 1 si S.

- Se parcurge populatia si se calculeaza suma fitness-urilor
cromozomilor pana ajungem la valoarea r. Acel cromozom il
alegem.

45



3. Selectie aranjata (Selectie pe baza rangurilor). Se ordonecaza
crescator valorile functiei de adecvare pentru toti cromozomii. Se
renumeroteaza cu numere intregi din intervalul [1, ..., dimensiunea
populatiei]. Cromozomul cu fitness-ul cel mai mic are numarul
letc., iar cel mai mare are numarul egal cu dimensiunea populatiei.
Aceste numere sunt considerate fitness-uri si pe ele se aplica
selectia proportionala. Se observa ca cromozomii cu fitness mai
mare au la fel cele mai mari sanse de a fi alesi, dar de data aceasta
nu mai sunt asa de mari in comparatie cu sansele celorlalti.

4. Selectie de tip turneu. Se selecteaza uniform aleator cate k
cromozomi din populatie iar dintre acestea se alege cel care are cea
mai mare valoare pentru functia de adecvare. Cel mai frecvent se
utilizeaza k=2.

5. Seletie prin trunchiere. Se foloseste atunci cand dintr-0
populatie sau o reuniune de populatii se cere selectarea unei
subpopulatii. Sunt selectate atitea elemente cate sunt necesare
pentru a completa subpopulatia in ordinea descrescatoare a valorii
functiei de adecvare.

6. Elitism. Prin elitism se intelege supravietuirea celui mai bun
dintre elementele generate pand la un moment dat. Nu toate
variantele de selectie satisfac aceasta proprietate. De exemplu,
selectia prin trunchiere este elitista, Insd cea de tip turneu nu este
elitistd. O metoda de selectie poate fi transformata in una elitista
prin amplasarea explicita a celui mai bun element al populatiei
curente in populatia corespunzatoare generatiei urmatoare.

2.5. Incrucisarea (crossover)

Incrucisarea va depinde de tipul de codificare a
cromozomilor si de particularitatile problemei pe care o rezolvam.
Vom analiza citeva metode de incrucisari:

- Incrucisare intr-un singur punct. Se alege un punct de
incrucisare. Din primul parinte se copie prima secventd, din al
doilea parinte a doua secventa in raport cu punctul de incrucisare.
101001011 + 110111111 = 101001111
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- Incrucisare in doud sau mai multe punct. Sunt alese mai multe
puncte de incrucisare. Secventele dintre cele puncte alese sunt luate
alternativ, din primul périnte apoi din al doilea s.a.m.d.

101001011 + 110111111 = 101111011

- fncruci,sare uniformad. Bitii sunt copiati aleator din primul si al
doilea parinte.

101001011 + 110111111 = 101111011

- Incrucisare aritmeticd. Pentru crearea de noi urmati putem folosi
operatiile precum si functii aritmetice (and, or, not etc)

101001011 + 110111111 = 100001011 (and)

2.6. Mutatia

Asigura alterarea valorii unor gene pentru a evita situatiile in
care 0 anumita gena nu apare in populatie fiindca nu a fost generata
de la inceput. In acest fel se asigura diversitatea populatiei. Prin mu-
tatie se evitd caderea solutiilor problemei intr-un optim local. De
reguld aceastd operatie se efectuiaza de nu prea multe ori, cu o
probabilitate de circa 0,5%. In dependentd de codificarea cromo-
zomilor avem diferite metode de mutatie.

Codificarea binara
Inversarea bitilor Bitii selectati sunt inversati 10.
110010011—111010011
Interschimbarea bitilor Bitii selectati isi schimba valorile intre ei.
110010011—111010011

Codificarea sub forma de permutare
Transpozitie Asemanator interschimbarii bitilor de la codificarea
binard. Se efectuiaza o transpozitie asupra permutdrii respective.
(123467895)—(129467835)

Codificarea sub forma de valori
Se adauga sau se scade un numar mic la valorile selectate.
(4.635.322.893.419.67)—( 4.855.32 2.89 3.63 9.67)
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2.7. Criteriul de oprire

Algoritmii genetici se termina de obicei, dupd ce s-au creat un
numir predefinit de populatii noi. In alte cazuri se poate determina
dac solutia s-a imbunatitit de la o populatie la alta. In caz afirmativ
se continua cu crearea de noi populatii, iar in caz negative se
afiseaza cel mai bun cromozom din populatia curenta.

SARCINA DE BAZA:

1. De studiat algoritmul genetic general si metodele specifice
problemei de creare a algoritmului.

2. De implementat intr-un limbaj de programare unul dintre
algoritmii prezentati mai sus.

3. De facut analiza acesui algoritm.

4., De alcatuit un raport.

Intrebiri de control:

1. De unde este inspiratd ideea algoritmilor genetici? Cu ce
notiuni se lucreaza?

2. Ce tip de probleme putem rezolva cu acesti algoritmi?

3. Descrieti structura generala a unui algoritm genetic?

4. Ce este asemanator si diferit de tehnica greedy?

5. Care sunt conditiile de oprire a unui algoritm genetic?
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Metoda programarii dinamice
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Tehnica cautarii cu revenire (backtracking)
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