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8.1. Transformari geometrice 3D

Transformarea geometrica 3D a imaginii se descrie ca:
P(x,y, z)=> P (x,y,2Z), (8.1)
unde: X =Fl(x, y, z),
y =F2(x, y, 2),
Z =F3(x, vy, 2).
Transformarile geometrice tridimensionale cuprind:
e translatia,
e scalarea,
e rotatia,
e oglindirea,
e forfecarea
e proiectia obiectelor 3D.
Tn coordonate omogene, un punct din spatiu (x, y, z) se reprezinta prin vectorul [xw yw zw w],
unde: w este parametru real, iar
X = xw/w,
y = yw/w,
z=zw/w,
w # 0.

(8.2)




8.1. Transformari geometrice 3D.
Matrici de transformare

Matricea de transformare generalizata 4x4 pentru coordonate omogene 3D are urmatoarea forma:

a b c p
M=% ¢ [ 9] (8.3)
g h 1 r
I m n s
Aceasta matrice poate fi impartita in patru, astfel:
- : 3 1
3X3 : X
: 1 |, (8.4)
1x3 o1 x 14

unde: ¢ matricea 3 x 3 include transformari de scalare local3, forfecare, oglindire si rotatie;
e matricea 1 x 3 reprezinta transformarea de translatie;
e matricea 3 x 1 reprezinta transformarea de proiectare perspectiva;
e matricea 1 x 1 reprezinta transformarea de scalare generala
Transformarea geometrica 3D a imaginii in forma matriciala se descrie in felul urmator:
Xy Z 1] =[xy z 1][M]. (8.5)




8.2. Translatia

Translatia este transformarea prin care un obiect este deplasat din pozitia sa, cu o pozitie data, dupd o
directie data.
Daca (x, y, z) sunt coordonatele unui punct P din spatiu, prin translatie el este dus in punctul de

coordonate P’ (x', y', Z'), (figura 8.1), unde: y
x'=x+tx
y'=y+ty, (8.6)
Z'=z+1z
sau, in forma matriceala: L
) Pi{x, y',2)
X'y Z 1] =[xy z 1] [T]. (8.7)
Matricea de translatie 3D este: d
1 0 0 0 o) >
O 1 0 O /
[T] = o o0 1 ol (8.8) P(x ¥, 2)

z
Fig. 8.1. Translare in spatiu cu distanta d.




8.3. Scalarea

Scalarea fata de origine
Scalarea este transformarea prin care un obiect este marit sau micsorat.
Este specificata prin trei numere, numite factorul de scalare pe axa x, respectiv de factorul de scalare
pe axa y, si de factorul de scalare pe axa z.
Daca (x, y, z) sunt coordonatele unui punct P din spatiu, prin scalare fata de origine, el este
transformat in punctul de coordonate P’ (x’, y', z'), unde:
x'=sx-x
y'=sy-y, (8.9)
Z2’=sz-2
sau, In forma matriceala:
X'y Z 1] =[xy z 1] [S]. (8.10)
Matricea de scalare locala este data de relatia:
sx 0 0 O
0 sy 0 O *
0 0 sz ol (8.11)
0O 0 0 1

Y,

[S]=

Fig. 8.2. Scalarea fata de origine




8.3. Scalarea

Scalarea globala se obtine folosind urmatoarea matrice:

1 0 0 O
10 1 0 O
[Sg] = 0o 0 1 ol (8.12)
0O 0 0 s
Fie punctul P de coordonate (x, z, y). Prin scalare globala se transforma astfel:
Ixyz1l[S]=[xyzsl=[x/sy/sz/s1]=[x"y z’1]. (8.13)

Daca factorul de scalare globala este subunitar, s < 1, se produce o marire a vectorului de pozitie;
Daca factorul de scalare este supraunitar, s > 1, se produce o micsorare a vectorului de pozitie.
Acelasi efect se obtine prin scalare locala, reprezentata prin matricea:
1/s 0 0O O
1= 9 /s 0 0f (8.14)
0 0 1/s O
0 0 0 1




8.3. Scalarea

Exemplu:
Fie cubul definit prin urmatoarea matrice a coordonatelor varfurilor sale:
0 0 4 17
4 0 4 1
4 0 0 1 2 0 0 O
[C] = 8 2 2 1 si fie urmatoarea matrice de scalare locala: [S1] = 8 (5; (1) 8
4 4 4 1 0 0 0 1
4 4 0 1
R 0 4 0 1
In urma scalarii cu factori de scalare diferiti pe cele trei axe se obtine paralelipipedul cu coordonatele
varfurilor reprezentate de primele trei coloane ale matricei rezultat:
0 0 4 17 0 0 4 17
4 0 4 1 8 0 4 1
4 0 0 1 2 0 0 O 8 0 0 1
0 0 0 1 . 0 3 0 0j_{0 0 0 1
0 4 4 1 0O 0 1 0 0 12 4 1f
4 4 4 1 0 0 0 1 8 12 4 1
4 4 0 1 8 12 0 1
0 4 0 1- 0 12 0 1-




8.3. Scalarea

Exemplu:
1 0 0 O
Fie urmatoarea matrice de scalare globala: [S2] = 8 (1) (1) 8
0O 0 0 05
Tn urma scalarii se obtine matricea:
0 0 4 17 0 0 4 0510 0 8 1
4 0 4 1 4 0 4 05[1|8 0 8 1
4 0 0 1 1 0 0 O 4 0 0 0518 0 0 1
0O 0 0 1 y 010 O] _ (0 O O 05 _|10 0 0 1
0 4 4 1 0O 01 O 0 4 4 05/|0 8 8 1
4 4 4 1 0 0 0 05 4 4 4 0518 8 8 1
4 4 0 1 4 4 0 0518 8 0 1
) 0 4 0 1 0 4 0 051 L0 8 0 1
In urma scalarii globale se obtine tot un cub, avand coordonatele varfurilor reprezentate de matrice

obtinuta.




3.4. Rotatia

Rotatia in jurul unei axe a sistemului de coordonate

Tn cazul rotatiei in jurul axei x, coordonatele vectorilor de pozitie nu se schimba.

Rotatia apare in plane perpendiculare pe axa x.

Tn mod similar, Tn cazul rotatiei in jurul axei y sau z, coordonatele y, respectiv z ale vectorilor de pozitie
nu se schimba; rotatia se efectueaza in plane perpendiculare pe axa y, respectiv z.

Tn cazul rotatiei In jurul axei x cu unghiul @ matricea de transformare se descrie in mod urmétor:

1 0 0 0]
|0 cosa sina O
[R] = 0 —sina cosa Of° (8.15)
0 0 0 1

Tntr-o manierd asemanatoare matricea de rotatie in jurul axei y cu unghiul B este:
[cosf 0 —sinf

cos f
. 0 0 0

01
1o 1 0o o0

[Ry]_ sinf 0 0| (8.16)
1]




3.4. Rotatia ;

Matricea de rotatie in jurul axei z cu unghiul G este:
cos sind 0 O
—sind cosd 0 O
0 0 1 ol (8.17) . ,
0 0 0 1
Consideram paralelipipedul cu laturile paralele cu

axele sistemului de coordonate si un varf in origine
(figura 8.3). :

y O

[R.] =

Z
Fig. 8.3. Pozitia initiala a paralelipipedului
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Fig. 8.4. Rotatie in jurul axei x cu Fig. 8.5. Rotatie in juruloaxei ycu Fig. 8.6. Rotat.ie in juruloaxei zcu
unghiul a = 90° unghiul B =90 unghiul 6 =90




8.5. Transformari inverse

Toate matricele de transformare au inverse:
[T(tx, ty, tz)]71 = [T(-tx, —ty, —tz)],
[S(sx, sy, sz)]7t = [S(1/sx, 1/sy, 1/s2)],
[Rx(a)]™* = [Rx(—a)], (8.18)
[Ry(B)]~* = [Ry(-B)],
[Rz(8)]™* = [Rz(-0)].




8.6. Forfecarea

Daca (x, y, z) sunt coordonatele unui punct P din spatiu, prin forfecare el este transformat in punctul de
coordonate P’ (x', y', z'), unde:
X' =x+yd+2zg,
y' =xb+y+zi (8.19)
2’ =x-c+yf+z
sau, in forma matriceala:

X' y'z'1'l =[xy z1][F]. (8.20)
Matricea de forfecare este:
1 b ¢ O
_{d 1 f 0
[F] = g i 10 (8.21)
O 0 0 1




8.7. Oglindirea fata de un plan al sistemului de coordonate

Tn cazul oglindirii fatd de planul xy, se inverseazd doar coordonata z, coordonatele x si y ramanand

neschimbate.
Astfel, matricea transformarii de oglindire fata de planul xy este:

1 0 0 O
0O 1 0 O
[0,y] = 0o 0 -1 ol (8.22)
0O 0 0 1.
Matricea oglindirii fata de planul yz este:
1 0 0 O
0O -1 0 O
10,.] = o o0 1 0 (8.23)
0 0 0 1
Matricea oglindirii fata de planul xz este:
1 0 0 0
0O -1 0 O
0 0 0 1




8.8. Compunerea transformarilor tridimensionale

Matricea corespunzatoare transformarii compuse se obtine prin inmultirea matricelor transformarilor
elementare.

Deoarece inmultirea matricelor nu este comutativa, este importanta ordinea in care se aplica aceste
transformari.

Matricea de transformare cea mai apropiata vectorului linie corespunde primei transformari care se
aplica in timp ce matricea de transformare cea mai departata este ultima care se aplica.

Matematic aceasta se exprima prin:

V] [M] = [V] [M,] [M,] [M5] .. [M,], (8.25)

unde [M,] poate ii orice matrice de transformare elementara:

e scalare,

e forfecare,

e translatie,

e rotatie,

e oglindire,

e proiectie.




8.9. Rotatia in jurul unei axe oarecare

Axa oarecare de rotatie (d) se specifica printr-un punct A (xo, Yo, Z5) $i un vector directie C=c,; + c,; + Cy,
unde c,, ¢, ¢, sunt cosinusii directori.
Transformarea de rotatie cu un unghi @ in jurul axei (d) se compune din:
1. Translatie, altfel incat punctul A sa ajunga in originea sistemului de coordonate.
2. Alinierea vectorului C cu una din axele sistemului de coordonate.
3. Rotatia cu unghiul ¢ in jurul axei la care s-a facut alinierea.
4. Inversa transformarii de la pasul (2)
5. Translatia inversa in punctul 1.




8.10. Oglindirea fata de un plan oarecare

Consideram planul de oglindire specificat printr-un punct, P (x,, ¥,, Z,) si vectorul normala la plan, N.
O procedura de obtinere a transformarii de oglindire fata de planul dat este urmatoarea:
1. Translatie astfel incat punctul P (x,, y,, Z,) din plan sa ajunga in originea sistemului de coordonate.
2. Alinierea vectorului normala la plan, N, |la axa z pozitiva. Planul de oglindire devine astfel planul z = 0.
3. Oglindirea fata de planul z = 0.
4. Transformarea inversa alinierii de la pasul (2).
5. Translatia inversa celei de la pasul (1).




8.10. Oglindirea fata de un plan oarecare

Matricea transformarii de oglindire fata de un plan oarecare se compune din produsul urmatoarelor
matrice:
[M] = [T] [Ay,,] [0,] [Ay, 12 [T, (8.26)

unde: [T] — reprezinta matricea de translatie;

[Ay .] — reprezinta matricea de aliniere a vectorului normala N cu axa z pozitivd;

[O,] — reprezinta matricea de oglindire fata de planul z = 0;

[Ay 17! — reprezintd matricea de aliniere inversa;

[T]7! — reprezinta translatia inversa.
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