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7.1. Transformari geometrice

Transformarile sunt frecvent folosite in sinteza imaginilor. g
Ele permit:
—reprezentarea desenelor la scara dorita,
— efectuarea operatiilor de detaliere si micsorare asupra
imaginilor,
- realizarea animatiei, etc. Plx y) Plx, v)
Exista doua puncte de vedere complementare asupra d
transformarilor.
Astfel sistemul de ecuatii: 0 _X
, Fig. 7.1. Translare spre dreapta cu distanta d.
x'=x+d
{ - : (7.1) y! y
y =Y
poate fi interpretat in doua moduri:
1. Punctul din plan (x, y) a fost translatat spre dreapta cu distanta
d (figura 7.1).
2. Axa y a sistemului de coordonate a fost translatata cu distanta d Rl
d spre stanga (figura 7.2).
0 0 X

Fig. 7.2. Translarea axei y cu distanta d




7.1. Transformari geometrice

Prima transformare corespunde transformarii unui punct raportat la un sistem de coordonate fix si se
formuleaza matematic ca o transformare geometrica aplicata punctului.
A doua interpretare corespunde unei transformari a sistemului de coordonate, astfel incat (x, y’)
reprezinta punctul P in sistemul de coordonate transformat.
Fie un sistem de coordonate carteziene in plan.
Orice obiect poate fi descris printr-un:
e set de atribute geometrice (coordonate),
e atribute topologice,
e si atribute de aspect.
Transformarea geometrica a unui obiect consta in transformarea fiecarui punct din reprezentarea
obiectului.




7.1.1. Translatia

Translatia este transformarea prin care un obiect este deplasat din
pozitia sa, cu o pozitie data, dupad o directie data.
Matematic, translatia este specificata printr-un vector :
v=tx-I+ty-]. (7.2)
Daca (x, y) sunt coordonatele unui punct P al unui obiect, atunci prin
translatia obiectului cu o distanta egala cu marimea vectorului v, punctul
P se transforma in P'(x’, y’) (figura 7.3), unde x’ si y’ sunt definite astfel:

x'=x+tx
{y' — Yty (7.3)

0 X

Fig. 7.3. Translare spre dreapta cu tx si ty




7.1.2. Scalarea

Scalarea este transformarea prin care un obiect este mdrit sau micsorat.

a) Scalarea fata de origine

Este specificata prin doua numere, numite factorul de scalare pe axa x, respectiv de factorul de scalare
pe axay.

Un factor de scalare pozitiv specifica o modificare de marime raportata la directia pozitiva a axei x sau a
axei y.

Un factor de scalare subunitar specificd o marire, iar unul supraunitar o micsorare.

Se considera sx si sy, factorii de scalare fata de axele Ox, respectiv Oy.

Scalarea unui punct P(x, y) fata de origine cu factorii sx, sy inseamna scalarea vectorului de pozitie OP(x,
y), care uneste originea cu punctul P.

Vectorul rezultat din scalare, OP’, are componentele x’, y’, unde:

xl

X+ SX
y =y-sy’

e Daca sx = sy, scalarea este uniforma — ea nu produce deformarea obiectului transformat,
e Daca sx<>sy, este numita neuniforma.

(7.4)




7.1.2. Scalarea

Exemplu:

Fie patratul cu varfurile: (1,1), (3,1), (3,3), (1,3), (figura 7.4, a).

Prin scalarea sa fata de origine cu factorii sx = 2 si sy = 3, se va obtine dreptunghiul cu varfurile: (2,3),
(6,3), (6,9), (2,9), (figura 7.4, b).

y 1
2,9 6,9
SX=2
+ R —
1 13 3,3 sy=3
2,3 6,3
T 1,1 31
O 1 i i 1 X O X
a) b)

Fig. 7.4. Exemplu de scalare a unui dreptunghi




7.1.2. Scalarea

b) Scalarea fata de un punct oarecare din plan
Fie F(xf, yf) punctul din plan fata de care este scalat un punct P(x, y).
Punctul F este numit punctul fix al transformarii, deoarece nu se modifica prin aplicarea transformarii.
Scalarea punctului P fata de F cu factorii sx si sy inseamna scalarea vectorului FP;
Componentele vectorului scalat FP’, vor fi :
dx’ =x"—xf = (x - xf) - sx,

dy’ =y’ —yf=(y-yf) sy (7.5)
de unde :
x:ix - SX + Xf — Xf - sx, (7.6)
y'=y-sy+yf—yf-sy.
Observatie :

Daca xf = 0 si yf = 0, atunci se obtine formula scalarii fata de origine.




7.1.3. Rotatia

1. Rotatia fata de origine
Aceasta transformare este specificata printr-un unghi;
— daca unghiul este pozitiv, atunci rotatia este efectuata in sensul trigonometric,

— altfel, in sensul miscarii acelor de ceasornic.
Fie un punct P(x, y) si un unghi de rotatie t. Punctul P’(x’, y’) care va fi calculat in functie de rotatia

punctului P cu unghiul u, in jurul originii (figura 7.5), se poate exprima prin relatiile:
Coordonatele carteziene ale punctului P:

x=r-cos(t),
y =r-sin(t). (7.7) y
Coordonatele carteziene ale punctului P’:
x’ - r- cps(t + U), (7.8)
y =r-sin(t+u). o
Tnlocuim cos(t + u) si sin(t + u) cu expresiile lor din trigonometrie, P, yv)
si astfel obtinem: u
x" =r (cos(t) - cos(u) — sin(t) - sin(u)), (7.9) r P(x, y)
y' =r(cos(t) - sin(u) + sin(t) - cos(u)). r
Stiind ca x =r - cos(t) si y = r - sin(t), obtinem: t
X" =x-cos(u)—y -sin(u), (7.10) 0 #

y' =x-cos(u) +y - cos(u). Fig. 7.5. Rotatia fatd de origine




7.1.3. Rotatia

2. Rotatia fata de un punct oarecare din plan
Fie un punct P(x, y), cu un unghi de rotatie u si punctul F(xf, yf) in jurul caruia se va invarti P.
Punctul P’(x, y’') care va fi calculat in functie de rotatia punctului P cu unghiul u, in jurul lui F, se poate
exprima prin relatiile:
dx’ =x" —xf=(x—xf) - cos(u) — (y — yf) - sin(u),
dy' =y = yf = (x=xf) - sinfu) + [y = yf) - cos(u). (7.11)
De unde, obtinem:
X' =x-cos(u)—y - sin(u) + xf—xf - cos(u) + yf - sin(u),

y' =x-sin(u) +y - cos(u) + yf— xf - sin(u) — yf - sin(u). (7.12)




7.2. Compunerea transformarilor

e Transformarile care trebuie sa fie aplicate asupra unui obiect la un moment dat sunt compuse din mai
multe transformari elementare.

e De exemplu: pentru a simula deplasarea unui automobil pe o traiectorie oarecare, se afiseaza o secventa
de imagini ale automobilului, fiecare imagine obtinandu-se din cea anterioara prin aplicarea mai multor
transformari elementare:

— translatie,
— rotatie
— si eventual scalare.

e Daca vrem sa transformam fiecare punct al imaginii, prin aplicarea secventiala a celor trei transformari
elementare, vom obtine o viteza scazuta a miscarii intregului obiect in ansamblu.

e Atunci trebuie sa punem la un loc doua sau trei transformari, astfel incat, printr-o formula sa putem
deplasa mai rapid obiectul respectiv.

e O astfel de formula se obtine pe baza expresiilor sub forma de matrice a transformarilor elementare.




7.2. Compunerea transformarilor

Exemplu:

Rotatia fata de origine a unui punct P(x, y) se poate exprima matricial in urmatorul mod:

Xy = x| SO sintw)
sin(u) cos(u)

O scalare fata de origine urmatad de o rotatie fata de origine se poate exprima astfel:

sx 0 cos(u) sin(u)

0 syl [-sin(u) cos(u)l’

Ix" y'l=1Ix yl-
Din Tnmultirea celor doua matrici obtinem:
s.R=|S% cos(u) sx-sin(u)
—sy -sin(u) sy -cos(u)|’
Deci formula transformarii compuse este:
X =x-sx-cos(u)—y-sy-sin(u),
y =x-sx-cos(u)+y-sy-cos(u).

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)




7.3. Coordonate omogene

Transformarile 2D pe care le-am prezentat se pot reprezenta matricial, in coordonate carteziene, prin
matrici de doua coloane si doua linii.

Nu exista o asemenea matrice pentru translatie. Din acest motiv transformarile grafice se exprima in
coordonate omogene.

Astfel, un punct in plan P(x, y), se reprezinta in coordonate omogene printr-un vector [xo yo o],
unde xo=x-0sSiyo=y-o0,iar o este un numar real oarecare.

Exemplu:

[321],[64 2], [3020 10] sunt reprezentari posibile ale punctului (3, 2) in coordonate omogene.

Un vector in coordonate omogene, [a b c], unde c este diferit de zero, reprezinta punctul din plan [a/c,
b/c].

Vectorul [a b 0] reprezinta punctul de la infinit situat spre dreapta.

a-y—b-x=0. (7.17)




7.3. Coordonate omogene

Exemple:
[1 00 ] este punctul de la infinit pe axa x pozitiva;
[0 -1 0] este punctul de la infinit pe axa y negativa;
[1 1 0] este punctul de la infinit pe dreapta y = x in directia [1 1].

Cele trei transformari elementare cunoscute, se pot exprima astfel, in coordonate omogene:

e Translatia:
1 0 O
Ix" y" 1| =|x y 1|-10 1 0].
tx ty 1
e Scalarea fata de origine:
sx 0 O
x" y" 1|=1|x y 1]-]10 sy 0].
0O 0 1

» Rotatia fata de origine:
cos(u) sin(u) 0
lx" y" 1] =|x y 1|-|-=sin(u) cos(u) 0.
0 0 1

(7.18)

(7.19)

(7.20)




7.4. Alte transformari grafice 2D
7.4.1. Oglindirea (Reflexia)

a) Fata de axa x (figura 7.6),
!/

x' = x,
y' ==y
sau
1
lx" y" 1|=]x y 1]-|0
0
b) Fata de axa y (figura 7.7),
x'=—x,
y =y
sau
—1
Ix" y" 1l =1Ix y 1]-] 0
0

0
-1

0f.

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

Fig. 7.6. Oglindirea fata de axa x
y

N | LN

0
Fig. 7.7. Oglindirea fata de axa y




7.4. Alte transformari grafice 2D
7.4.1. Oglindirea (Reflexia)

c) Fata de origine (figura 7.8),

T (7.25)
y ==Y
sau
-1 0 O 0 X
Ix" vy " 1|=|x y 1]-]0 —=1 0. (7.26) il
0 0 1

d) Fata de dreapta y = x (figura 7.9),
x'=y,
y' = x.

sau 7
0 1 0 4

Fig. 7.8. Oglindirea fata de origine
(7.27) y =

Ix" y" 1|=|x y 1|-]11 0 0. (7.28)
0 0 1

0 X

Fig. 7.9. Oglindirea fata de dreapta y = x




7.4. Alte transformari grafice 2D
7.4.1. Oglindirea (Reflexia)

Oglindirea fata de o dreapta oarecare.
Se poate exprima ca o transformare compusa din urmatoarele transformari elementare :
e O translatie, astfel incat dreapta sa treaca prin origine;
e O rotatie fata de origine, astfel incat dreapta sa se suprapuna peste una dintre axele principale;
e Oglindirea fata de axa principala peste care a fost suprapusa dreapta;
e Rotatia inversa celei de la punctul 2;
e Translatia inversa celei de la punctul 1.




7.4. Alte transformari grafice 2D
7.4.2. Forfecarea

y
Forfecarea este o transformare care produce distorsionarea obiectului
transformat.
De exemplu, aplicata unui patrat (figura 7.10), are ca efect un
paralelogram (figura 7.11).
Se specifica prin doua numere reale, numite factorul de forfecare pe
axa x, respectiv factorul de forfecare pe axay.
a) Forfecarea pe axa Ox 0 =
I __ . o -
X = J’C + Fx Y, (7'29) Fig. 7.10. Patrat pentru se aplica forfecarea
y =Y. y
sau
1 0 O
Ix" y" 1|=1|x y 1|-|F, 1 0]. (7.30)
0 0 1
0 X

Fig. 7.11. Forfecarea patratului aplicata pe axa Ox




7.4. Alte transformari grafice 2D
7.4.2. Forfecarea

b) Forfecarea pe axa 0y, (figura 7.12), y
x' = x,
y' =y +F, x. (7.31)
sau
1 E O
lx" y" 1l=]x y 1-[o 1 of. (7.32)
0 0 1
c) Forfecarea in caz general (figura 7.13), 0 p
X: i x+ FE, - Yy, (7.33) Fig. 7.12. Forfecarea aplicata pe axa Oy
y =y +E- x. y
sau
1 F 0
lx" ¥y =[xy 1|-|E 1 o0f. (7.34)
0 0 1

0 X
Fig. 7.13. Forfecarea in caz general




7.5. Transformari ale sistemului de coordonate

Consideram doua sisteme de coordonate in plan, unul cu originea in O si axele x si y, iar celalalt cu
origineain O’ si axele X', y'.

Fiecarui punct in plan P, ii corespund astfel doua reprezentari: (x, y) — in sistemul xOy si (X', y') — in
sistemul x’O’y'.

Sistemul x’O’y’ se poate obtine prin transformarea sistemului xOy; transformarea de poate defini prin
relatia dintre cele doua reprezentari ale aceluiasi punct P, (x, y) si (X, y’).




7.5.1. Translatia

Daca sistemul x’O’y’ (figura 7.14), s-a obtinut prin translatia sistemului xOy, cu o distanta si o directie
date de vectorul:
v=tx-I+ty-].
atunci, relatia dintre coordonatele lui P in cele doua sisteme de coordonate este:
{x’ =x—tx
y=y-—ty y

ty
0' tx X
Fig. 7.14. Translatia




7.5.2. Rotatia fata de origine

Fie sistemul de coordonate x’O’y’, obtinut prin rotatia axelor sistemului xOy cu unghiul u, (figura 7.15).
Punctul P, care in sistemul xOy are coordonatele:
x =r-cos(t),
y' =r-sin(t).
va avea in sistemul xX’O’y’ coordonatele:
X =r-cos(t—u)=r-(cos(t) - cos(u) + sin(t) - sin(u)) = x - cos(u) + y - sin(u),
y' =r-sin(t—u) =r-(sin(t) - cos(u) — cos(t) - sin(u)) =—x - sin(u) + y - cos(u).

y

Fig. 7.15. Rotatia unui system de coordonate fata de origine 0




7.5.3. Scalarea fata de origine

Presupunem ca formam un nou sistem de coordonate cu aceeasi y
origine si orientare a axelor, dar caracterizat printr-o alta unitate de
masura de-a lungul axelor x si y (figura 7.16).

Daca noile unitati de masura se obtin prin scalarea vechilor unitati de
masura cu factorii sx, respectiv sy, atunci relatia dintre coordonatele (x, y)
si (x, y’) ale aceluiasi punct P in cele doua sisteme de coordonate este:

X =x-1/sx, T 5 33
y' =y 1/sy. T
De exemplu, daca in sistemul xOy unitatea de masura este metrul, T
atunci in sistemul x’O’y’ unitatea este milimetrul, adica sx = sy = 1/1000. T
Punctul P, de coordonate x = 10, y = 20 va avea in sistemul scalat ¥ 17 1
coordonatele: g ———
x’ =10 -1000,
y’ =20 -1000.

Fig. 7.16. Scalarea unui system de coordonate




7.5.4. Oglindirea fata de o axa

Daca sistemul de coordonate x’O’y’ s-a obtinut prin oglindirea
sistemului xOy fata de axa Ox sau fata de axa Oy (figura 7.17), atunci

relatia dintre coordonatele aceluiasi punct in cele doua sisteme
coordonate este:

X =X
y' = -y, in cazul oglindirii fata de axa Ox,

Ny y/\

\
/

_X,
y’ =y, in cazul oglindiri fata de axa Oy. - ’ >
X X
Se observa ca aceasta transformare schimba
orientarea axelor sistemului de coordonate. X 0 0 X

/
\

Fig. 7.17. Oglindirea unui system de coordonate
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