9. SERII NUMERICE

9.1. Noțiune de serie numerică. Convergență. Proprietăți
Definiția 9.1.  Fie 
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un șir de numere reale. Se numește serie de numere reale expresia
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 se numește termenul general al seriei.

Suma finită 
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se numește sumă parțială, iar {Sn} se numește șirul sumelor parțiale.  

Exemple.

a) 
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[image: image6.wmf]å

=

+

+

+

+

+

+

¥

=

-

-

1

1

1

1

1

3

1

2

1

1

2

2

2

2

2

1

n

n

n

L

L

;
c) 
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Definiția 9.2. Se spune, că seria 
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Altfel spus, seria 
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Exemple.  a) Seria 
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Într-adevăr, șirul de sume parțiale este:
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 Aplicănd definiția 9.2, avem: 
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b) Seria 
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(seria oscilantă) este divergentă, deoarece șirul sumelor parțiale 
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c) Fie q un număr real pozitiv. Seria 
[image: image19.wmf]L

L

+

+

+

+

+

å

=

¥

=

n

n

q

q

q

q

n

2

1

1

 se numește serie geometrică cu rația q. Dacă 
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. Atunci, trecînd la limită, obținem
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· Dacă 
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· Pentru 
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 seria geometrică este divergentă.
· Dacă 
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Observația 1. Dacă într-o serie convergentă se schimbă ordinea a unui număr finit de termini, atunci seria nouă deasemenea este convergentă cu aceiași sumă. Scimbarea ordinei a unui număr finit de termini într-o serie divergentă conduce la o serie divergentă.
Observația 2. Dacă la o serie se adaugă sau se înlătură un număr finit de termini, aceasta nu influențează asupra convergenții sau divergenții acesteia.
Teorema 9.1 (condiția necesară de convergență). Dacă seria 
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este convergentă, atunci limita termenului general al ei tinde la 0, cînd n tinde la ∞, adică
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Condiția data este o condiție necesară, dar și nu suficientă. Să considerăm seria armonică
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Se observă că deși condiția necesară de convergență se respectă (
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Înlocuind în ultima inegalitate n cu 1,2,3,…, n-1, obținem:

1>ln2, 1/2>ln3-ln2, 1/3>ln4-ln3,…,1/n>ln(n+1)-lnn.

Adunănd aceste inegalități avem: 
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Dar 
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Consecință. (condiția suficientă de divergență a seriei). Dacă 
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Teorema 9.2. Fie seriile 
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două serii convergente către 
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9.2. Condiții suficiente de convergență a seriilor cu termeni pozitivi
A. Primul criteriu de comparație. Fie seriile 
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sunt serii cu termenii nenegativi. Atunci dacă termenii seriei (1) nu depăşesc termenii respectiv ai seriei (2) , adică 
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  atunci din convergenţa seriei (2) rezultă convergenţa seriei (1), iar din convergenţa seriei (1) rezultă divergenţa seriei (2).

Într-adevăr, dacă seria (2) este convergentă, apoi de aici rezultă că  există
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 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf]
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 Formăm suma 
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 și deci din convergenţa seriei (2) rezultă convergenţa seriei (1).

Dacă însă seria (1) este divergentă, apoi  şi seria (2) diverge. Întradevăr, dacă am presupune  contrariul, adică precum (2) converge, atunci din cele de mai sus ar reeşi că şi seria (1) converge, ceia ce contrazice faptului că ea este divergentă.
Exemplu. Se consideră seria 
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 Am arătat anterior, că seria 
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 converge.  Eliminăm din seria iniţială termenul  u1  şi atunci putem observa că  
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.    De aici, conform criteriului de comparaţie, obţinem că seria 
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  este convergentă.

Mai general, se poate arăta că, seria 
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B. Al doilea criteriu de comparație. Fie termenii seriilor
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Atunci dacă există limita finită și diferită de 0 
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Exemplu. Se consideră seria 
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C. Criteriul lui D’Alambert.
Fie toţi termenii seriei 
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Atunci dacă:

1. l(1, apoi seria converge;
2. l>1, apoi seria diverge;
3. l=1, atunci seria poate să fie convergentă dar poate fi şi  divergentă. Criteriul nu dă răspuns în acest caz.
Exemple. Seria armonică:

a) 
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 și deci conform criteriului D’Alembert avem:
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b) 
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c) 
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. Criteriul D’Alembert în acest caz nu dă un rezultat concret, dar anterior, folosind alte metode s-a demonstrat că seria armonică este divergentă.
D. Criteriul rădăcinii (Cauchy). 
Fie seria cu termeni pozitivi 
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Exemplu. Să se cerceteze la convergență seria:
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Rezolvare. Așa cum 
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 Aplicăm criteriul rădăcinii lui Cauchy la seria 
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Deci această serie este convergentă și atunci reeșind din teorema 9.2 și seria inițială este convergentă.

E. Criteriul integral a lui Cauchy. Dacă termenii seriei  cu termeni pozitivi 
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pot fi reprezentați ca valorile unei funcții f(x) monoton descrescătoare pe [1,∞), astfel încît
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1). dacă 
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2). dacă 
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diverge, atunci și seria diverge. 
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Din reprezzentarea geometrică observăm, că are loc inegalitatea dublă
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sau pentru sumele parțiale 
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. Dacă integrala improprie converge, atunci există limita sumelor parțiale și deci și seria converge. Dacă integrala improprie diverge, adică 
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, atunci Sn  tinde la ∞ și ca urmare seria diverge. 

Exemplu. Să se cerceteze convergența seriei 
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Rezolvare. Vom aplica criteriul integral Caushy. Funcția 1/(xlnx) satisface condițiile teoremei pe intervalul [2,∞) și atunci calculăm integrala improprie
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. Deoarece integrala este divergentă și seria cercetată este divergentă.
9.3. Serii alternate

Considerăm seria

u1-u2+u3-...+(-1)n+1un+...,
unde u1>0, şi toţi ui>0 și care  se numește serie alternată.
Criteriul Leibniz (condiţia suficientă pentru convergenţa seriei alternante):  

Dacă   a) u1>u2>u3>...>un>... şi b)
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, atunci seria converge iar suma acesteia satisface inegalitatea dublă 0<S<u1.
Exemplu.  Să se cerceteze convergența seriei armonice alternate 
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Verificăm condițiile teoremei Leibniz: a)  
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 și deci seria este convergentă.

Observație. Dacă pentru o serie măcar una din condițiile teoremei nu se satisfice, atunci seria este divergentă.
9.4. Convergenţa absolută şi semiconvergentă
 Vom considera o serie termenii căreia au semne oarecare (arbitrare):
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unde un poate avea orice semn.


Definiția 9.3. Seria 
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 se numește serie absolut convergentă, dacă seria 
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Teorema 9.3. Orice serie absolut convergentă este convergentă.
Observație. Teorema reciprocă nu are loc în general, adică sunt serii convergente,  care însă nu sunt și absolut convergente.

Exemplu 1. Să considerăm seria armonică alternată
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care după cum am văzut este o serie convergentă. În același timp, seria formată din valorile absolute ale terminilor ei, este
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adică seria armonică care este o serie divergentă.

Exemplu 2. Seria 
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 este  absolut convergentă, deoarece seria geometrică 
[image: image118.wmf]...

2

1

...

2

2

1

1

+

+

+

+

n

  este convegentă.
Definiţia 9.4. Seria convergentă pentru care seria formată din valorile absolute  ale termenilor este divergentă  se numeşte serie semiconvergentă.

Exemplu. Seria armonică alternată 
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  este o serie semiconvergentă.
Observație. Dacă într-o serie absolut convergentă va fi schimbată ordinea terminilor, seria nouă va avea aceiași sumă ca și seria inițială. În același timp, dacă într-o serie semiconvergentă va fi schimbată ordinea terminilor, atunci seria nouă poate avea în calitate de sumă orice valoare, ba chiar să fie divergentă. 
9.5. Serii de puteri
Fie 
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f1(x)+f2(x)+…+fn(x)+….
reprezintă o serie de funcții.


Pentru o valoare concretă x0 această serie devine o serie numerică, care poate să conveargă, dar poate să diveargă. Dacă în x0 obținem o serie convergentă, atunci acest punct se numește punct de convergență a seriei de funcții.

Mulțimea punctelor x0 în care seria de funcții este convergentă se numește domeniu de convergență a seriei de funcții. În domeniul de convergență a seriei, suma swriei este o funcție:
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Din seriile de funcţii cele mai importante sunt seriile de puteri care au forma:

a0+a1x+a2x2+…+anxn+….
Aici a0,a1,…,an,… sunt constante reale, care se numesc coeficienții seriei de puteri.

Mai generală este seria

a0+a1(x-a)+a1(x-a)2+…+an(x-a)n+…,

unde a este un număr real.

Se observă că ultima serie poate fi adusă la forma primei serii, folosind notaţia x-a=z. 
Se pune înterbarea convergenţei  seriei de puteri. 

Observăm că o serie de puteri converge  cel puţin în punctul x=0.

Teorema 9.4 (Abel). Dacă seria de puteri 
[image: image122.wmf]å

¥

=

0

n

n

x

n

a

 converge în punctul x0 ≠ 0 diferit de zero atunci ea converge şi pentru 
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Consecinţă  Dacă seria de puteri 
[image: image124.wmf]å

¥

=

0

n

n

x

n

a

 diverge în punctul x=x1 atunci ea diverge pentru orice |x|>|x1|.

Din teorema lui Abel rezultă, că dacă x0 ≠ 0 este un punct de convergență a seriei de puteri, atunci aceasta converge în orice punct din intervalul   (-|xo|, |xo| ).                            

Atunci se poate presupune, că există un aşa număr |xo|= R, încât seria converge pentru orice x((-R,R)  şi diverge înafara intervalului. Intervalul dat se numește interval de convergență. În unele cazuri seria poate converge şi în și în unul sau ambe din punctele (R. 
 
Acest număr R se numeşte rază de convergenţă a seriei de puteri.
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Exemplu. Să se determine domeniul de convergență al seriei 
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Rezolvare. Aici 
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. Atunci raza de convergență este
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 și seria este absolut convergentă pe intervalul de convergență (-2,2). Vom cerceta convergența în punctele x=-2 și x=2.
a) Fie x=-2. Atunci, înlocuind în seria inițială obținem: 
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Dar aceasta-i seria  armonică, care este divergentă.

b) Fie acum x=2. Înlocuindaceasă valoare în seria inițială obținem: 
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Dar aceasta-i seria armonică alternată, care este convergentă.

Deci domeniul de convergență este (-2,2]. Pe intervalul (-2,2) seria dată este absolut convergentă, iar în punctul x=2 seria ea este semiconvergentă.
9.6. Proprietățile seriilor de puteri

Fie 
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o serie de puteri, convergentă pe domeniul de convergență D, iar R raza de convergență a seriei. Dacă punctul 
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și deci putem considera că este definite  funcția sumă 
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Exemplu. Să se determine suma serieii 
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Rezolvare. Se poate demonstra, că domeniul D de convergență a acestei serii este intervalul 

(-1,1). Această serie este o serie geometrică, infinit descrescătoare pentru |x|<1, suma căreia  este
egală cu S(x)= 1/(1-x). Deci
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Proprietățile principale ale seriei de puteri sunt:
· Suma S(x) a seriei de puteri este o funcție continue pe intervalul de convergență (-R,R);

· Dacă 
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 cu intervalul de convergență (-R1, R1) și 
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 convergentă pe (-R2, R2) două serii de puteri, atunci și seriile  
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· Seria de puteri cu raza de convergență R și suma S este derivabilă pe (-R,R) și seria 
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· O serie de puteri convergentă pe (-R,R) poate fi integrată termen cu termen și seria nouă are același interval de convergență:
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9.7. Dezvoltarea funcţiei în serii de puteri

 Să considerăm funcţia f(x), derivabilă de orice număr de ori, care trebuie reprezentată (dezvoltată) în  serie de puteri, adică se pune problema obținerii următoarei forme a ei:
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Problema prin urmare constă în determinarea coeficienţilor an (n =0,1,…). Vom determina derivatele acestei funcţii:
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Calculînd valorile funcției f(x) și a derivatelor acesteia în punctul x=0, obținem valorile  coeficienților seriei:

a0=f(0),  
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 De aici avem următoarea reprezentare a funcței f(x) printr-o serie de puteri:

[image: image152.wmf]L

L

+

+

+

¢

¢

+

¢

+

=

n

x

n

f

x

f

x

f

n

f

x

f

!

)

0

(

!

2

)

0

(

!

1

)

0

(

)

(

2

)

0

(

)

(


care se numește dezvoltarea lui Mac-Laurin a funcţiei f(x). Această dezvoltare are loc în intervalul (-R,R), care ulterior trebuie determinat.

Mai general este dezvoltarea funcției în împrejurimile unui punct x0≠0, aspectul căreia este
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Această serie se numește seria lui Taylor.


Pentru unele funcții elementare dezvoltările în serii Mac-Laurin  sunt:
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