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Motto. Matematica este arta de a da lucrurilor
diferite unul si acelasi nume.
Henri Poincare (1854-1912)

1. introducere

1.1. Obiectul de studiu al Teoriei Probabilitatiilor

Aparitia Teoriei Probabilitatilor ca ramurd a Matematicii dateaza
din sec. XVII si este legatd de numele marilor matematicieni Blaise
Pascal (1623-1662), Pierre Fermat (1601-1665), Christian Huygens
(1629-1695) si Jacob Bernoulli (1654-1705), plecand de la rezolvarea
unor probleme legate de jocurile de noroc. Necesitatea de a largi aria
de aplicabilitate a acestei teorii a condus la varianta ei moderna si
anume, Teoria axiomatica a Probabilitatilor, propusa in anul 1933 de
catre matematicianul rus Andrei Nikolaevici Kolmogorov (1903-
1987).

Daca e sa ne referim la obiectul ei de studiu, putem spune ca
Teoria Probabilitatilor studiazd modele matematice ale fenomenelor
(experimentelor) aleatoare (indmpldtoare, stochastice sau
indeterministe, cum li se mai spune). Aici se impun unele I&muriri
suplimentare.

Multimea de fenomene care se intalnesc in lumea inconjuratoare
se Tmparte Tn doud clase: fenomene deterministe Si fenomene
indeterministe sau, cu alte cuvinte, fenomene aleatoare.

Spunem, astfel, ca fenomenul este determinist daca observatorul



poate anticipa cu certitudine evolutia acestuia. Tn calitate de exemplu
putem lua fenomenul atractiei universale. Observatiile facute asupra
acestui fenomen i-au permis marelui matematician si fizician englez
Isaac Newton (1642-1727) sa descopere Legea Atractiei Universale:

F=k"
r
Aceasta formula reprezintd un exemplu tipic de model mathematic al
unui fenomen (in cazul dat, determinist). Ea ne aratd cd, forta F de
atractie dintre doua corpuri, unul de masa m;, , altul de masa m, , este
direct proportionald cu produsul &-m; m, Si invers proportionala cu
patratul distantei » dintre aceste corpuri, unde & este o constanta
universala.

Putem spune, asadar, ca a modela mathematic , spre a fi cercetat,
un fenomen (experiment, eveniment sau obiect oarecare) inseamna
a-l descrie, fie §i aproximativ, cu ajutorul notiunilor si formulelor
matematice, cu alte cuvinte, a-l descrie in limbajul mathematic.
Dealtfel , unul si acelasi model mathematic poate descri doua sau mai
multe fenomene, in esentd, diferite. De exemplu, formula de mai sus
serveste in calitate de model matematic si pentru fenomenul atractiei
dintre doua particule elementare (Legea lui Coulomb).

Dimpotrivd, spunem despre un fenomen cd este indeterminist
(aleator) daca observatorul fenomenului nu poate anticipa cu
certitudine evolutia lui. Din punct de vedere al observatorului,
observatiile facute asupra unui fenomen sau masuratorile
corespunzatoare echivaleaza cu efectuarea unui experiment legat de
fenomenul dat. Or, prin experiment vom Tintelege observarea unui
fenomen dat. Experimentele indeterministe se impart, la randul lor, in
doua subclase: (a) experimente indeterministe (aleatoare) care
poseda proprietatea regularitatii  statistice,si (b) experimente
aleatoare care nu poseda proprietatea regularitatii statistice.

Definitia 1. Vom spune ca un experiment aleator & poseda
proprietatea regularitatii (stabilitatii) statistice daca acesta verifica
urmatoarele proprietati:



1) poate fi reprodus, ori de cate ori dorim, practic in aceleasi
conditii;

2) pentru orice eveniment A asociat lui & frecventa lui relativa in n
probe, adica f,(A)=numarul de probe in care s-a produs A raportat la
numarul total de probe=n(A)/n, oscileaza in jurul unui numar notat cu
P(4), P(A) ia valori din [0,1], f.(A) devenind, odata cu cresterea lui
7, ,,tot mai aproape ,si mai aproape de P(A)";

3) pentru doua serii diferite, respectiv de n,si m probe, atunci cand n
si m sunt foarte mari, avem ca f,(4) coincide aproximativ cu f,,(4) .

Tn concluzie, stabilitatea statisticd a frecventelor relative confera
verosimilitate ipotezei, conform céreia pentru orice eveniment 4,
posibil ca rezultat observabil al unui experiment aleator & putem
defini numarul P(4) cu ajutorul caruia masuram gradul (sansele) de
realizare a lui 4 Intr-un numar foarte mare de probe. Astfel, Tn Teoria
probabilitatilor devine postulat afirmatia, conform careia pentru orice
eveniment 4 asociat unui experiment aleator &exista (in mod obiectiv)
un numar P(4), numit probabilitate a lui A. Proprietatea fireasca a
acestui numar rezida in faptul c&, odatd cu cresterea numarului » de
probe (experimente) independente, frecventa relativa £,(4) se apropie,
tot mai mult si mai mult, de P(4).

Numarul P(4) se numeste probabilitate statistica (sau
frecventiala) a evenimentului A.

Exemplu. Considerdam, fin calitate de experiment aleator &,
aruncarea monedei o singurd data. Fie 4 evenimentul ce constd in
aparitia stemei. Observam, astfel, ca f;0 (4) coincide aproximativ cu
1/2 adica P(4)=1/2 iar f000(4) coincide, la fel, aproximativ cu /2,
adica probabilitatea P(4)=1/2. Prin urmare, putem afirma
probabilitatea (statisticd) a aparitiei stemei la aruncarea monedei o
singura datd este egald cu 7, ceea ce inseamna, ca aruncand moneda
de un numar suficient de mare de ori, stema va apare in aproximativ
50% de cazuri .

Putem aduce si alte exemple de fenomene aleatoare: rezultatele
aruncarii unui zar, greutatea unui bob ge grau ales la intdmplare,
numarul de bacterii descoperite intr-o picaturd de apd, durata vietii
unui calculator produs de ntreprinderea data, numarul de apeluri



telefonice Tnregistrate la o statie telefonica pe durata unei zile, etc.,
etc. Enumerarea lor poate continua la nesfarsit, insa ele toate vor avea
acelasi caracter, fiiind Tinsotite de astfel de notiuni imprecise
(deocamdatd) ca aruncare ,onesta”, monedd ,perfecta”, probe
independente, etc.

Remarca. Probabilitatea statistica nu poate fi aplicata intotdeauna,
deoarece nu orice experiment poate fi repetat in conditii identice ori
de cdte ori dorim. experimentele aleatoare care posedi proprietatea
reguldritatii statistice tin de fenomenele de masd. Pentru studiul
experimentelor care nu posedd aceasta proprietate, putem folosi
notiunea de probabilitate subiectiva.

Definitia 2. Prin probabilitate subiectiva vom intelege acea regula P
conform careia o persoana data i asociaza fiecarui eveniment
aleatoriu A un numar P(A) din intervalul [0,1],numit probabilitatea
evenimentului A.

Astfel, putem vorbi despre probabilitatea subiectivd, evaluatd, sa
zicem, de un expert, ca pana in anul 2020 se va produce prima
expeditie a omului pe Marte. Pentru studiul fenomenelor aleatoare
indeterministe, in afara de probabilitate subiectiva Si probabilitate
frecventiala, exista si notiunile de probabilitate clasica, probabilitate
geometrica, probabilitate discreta Si probabilitate definita in sens
axiomatic. Toate aceste notiuni au ca scop definirea unei modalitati de
masurare a sanselor (gradelor) de realizare a evenimentelor aleatoare
date, defi-nitia axiomaticd a probabilitdtii fiind, Tntr-un anumit sens,
acoperitoare pentru toate celelate definitii.

Lucrarea data este axata numai si numai pe probabilitati obiective,
nu si subiective.

1.2. Considerente de ordin general asupra sistemu-lui de
programe (soft-ului) Mathematica
Tnainte de a trece nemijlocit la tema enuntat Tn denumirea paragra-
fului, oferim o scurta informatie privind Sistemul de programe Mathe-
matica. La intrebarea ,,Cine a creat Sistemul de programe Mathe-
matica?” putem da urmatorul raspuns.



Creatorul Sistemului Mathematica este Stephen Wolfram
(S.U.A)). El s-a nascut la Londra in a. 1959. Prima lucrare stiintificd a
elaborat-o la varsta de 15 ani. La varsta de 20 ani a obtinut titlul
stiintific de Doctor 1n fizica teoreticd. Din 1973 Tncepe s& aplice
calculatorul in cercetarile sale stiintifice. Tntre anii 1979 si 1983
creaza programa SMP care este prima programa ce tine de domeniul
Calculului simbolic. Mentionam c& anterior calculatorul era, de obicei,
folosit la rezolvarea problemelor din Matematica de calcul. Tn anul
1986, odatd cu aparitia primelor PC-uri, ncepe crearea Sistemului
(pachetului de programe) Mathematica, in anul 1988 aparand prima
lui varianta, Mathematica 1. Aceastd activitate a continuat si Th anul
1991, avand ca rezultat Mathematica 2; in anul 1996 a aparut
Mathematica 3 iar in anul 1999 — Mathematica 4. Aceste sisteme au
mai multe versiuni. Tn unele sili de calculatoare din U.T.M. este
instalat Sistemul de programe Mathematica 5.1. Anume acest Sistem
este folosit de catre studenti in cadrul lucrérilor de laborator la TPI.
Dealtfel, pe Internet poate fi accesata o varianta online la adresa
http://www.wolframalpha.com/. Activitatea privind dezvoltarea de mai
departe a Sistemului Mathematica (SM) continua si in prezent in
cadrul firmei Wolfram Research, Inc, avandul ca Presedinte pe
Stephen Wolfram. In prezent Sistemul Mathematica apare in versiunea
10.

Lucrarile pe care le putem realiza cu ajutorul SM pot fi grupate in
urmatoarele categorii:

Calcule Numerice. Rezultatele acestor calcule sunt numere.
Exemple de astfel de prelucrari sunt: calculul integralei definite a unei
functii, determinarea radacinilor unui polinom cu coeficienti numerici,
determinarea limitei unui sir numeric etc.

Calcule Simbolice. Rezultatele calculelorlor simbolice sunt, de
reguld, expresii algebrice sau chiar propozitii matematice. Exemple de
astfel de calcule sunt: calculul primitivei unei functii, determinarea
radacinilor unui polinom cu coecienti simbolici, efectuarea unui
rationament logic etc.

Trasarea Graficelor. Rezultatele acestor prelucrari sunt, de fapt,
reprezentdri grafice ale unor functii, curbe, suprafete sau alte obiecte
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grafice descrise prin ecuatii sau prin punctele pe care le contin. Pot fi
create si obiecte grafice pornind de la primitive. Soft-ul Mathematica
ofera posibilitatea efectudrii fiecareia dintre aceste prelucrari.
Unele lucrari pot fi efectuate direct existdnd comenzi specifice iar
altele pot fi descrise in limbajul de programare specific sistemului.
Spre deosebire de limbajele de programare de uz general sistemele de
software matematic contin un limbaj de comanda mult mai bogat in
sensul ca pot fi specificate printr-o singurd comanda si lucrari bazate
pe algoritmi relativ complicati (de exemplu inversarea unei matrici,
rezolvarea simbolica sau numerica a unui sistem de ecuatii diferentiale
etc).

Sistemele de software matematic se pot aplica in domenii diferite,
cum ar fi:
-Matematica (pentru verificarea unei teorii, enunt»area de noi
conjecturi, elaborarea unor demonstratii care implica doar calcule de
rutina sau rationamente standard, vizualizarea
grafica a unor obiecte geometrice etc.);
- Fizica (pentru prelucrarea datelor experimentale, si simularea soft a
unor fenomene fizice);
-Chimie (pentru simularea soft a structurilor moleculare si prelucrarea
relatiilor ce descriu reactiile chimice);
-Statistica (pentru vizualizarea grafica si analiza datelor, efectuarea
de inferente statistice pornind de la date obtinute din sondaje, analiza
corelatiei dintre date etc.);
-Inginerie (pentru prelucrarea semnalelor si modelarea sistemelor,
proiectare asistata de calculator);
-Biologie si medicina (pentru simularea fenomenelor biomecanice,
prelucrarea semnalelor si imaginilor din medicina etc.);
-Economie si finante (pentru modelare financiara, planificare si
analiza economica, efectuare de predictii etc.)

1.2.1. Generalitati

a) Inceputul lucrului. Tn calculator este instalat corect sistemul
Mathematica

11



Varianta 1. Pozitia initiala: masa de lucru pe care este instalata
pictograma Mathematica-5. Facem dublu clic pe pictograma
Mathematica. Se lanseazd sistemul Matematica si apare fereastra
Untitled 1 si o paletd cu simboluri. Se poate de scris ce trebuie n
aceasta fereastra. Astfel se va incepe un document. Daca paleta nu
apare, atunci ea poate fi instalata tastand: File, Paletes, 4.Basicinput.

Varianta 2. Pozitia initiald: masa de lucru pe care nu este instalata
pictograma Mathematica. Pentru a apela sistemul Mathematica
tastam: Start, Programs, Mathematica 5. Apare fereastra Untitled 1 si
se poate de Tnceput lucrul cu acest sistem.

b)Tipul documentelor. Documentele in sistemul Mathematica
sunt de tipul notebook. Ele contin, Tn caz general, texte cu comentarii
si celule care contin formule matematice si rezultatele rezolvarilor
problemelor in diferite forme, inclusiv tabele, matrice si grafice.
Denumirile functiilor se aseamanad cu cele obisnuite si se incep cu
literd majusculd: Sin[x], Save[eqn,x],...

¢) Rezolvarea unei probleme. Pentru a rezolva o problema

trebuie de scris instructiunea respectiva si de tastat Shift+Enter (sau
Enter de langa cifre, din partea dreaptd). Se afiseaza
In[nr.d.r] :=instructiunea
Out[nr.d.r]=rezultatul.
Tn paranteze patrate se contine numarul de rand al problemei care s-a
rezolvat in documentul curent. Daca instructiunea n-a fost scrisd
corect, atunci se afiseaza indicatii In privinta greselii si continutul
instructiunii.

d) Finisarea lucrului. Dacd dupa lucrul cu documentul dat
pentru prima datd vrem sa-1 pastram, atumci tastam : File, Save As
(scriem numele dorit al documentului), Save. Astfel noul document se
va salva n sistemul Mathematica. Daca se lucreaza cu un fisier vechi,
atunci salvarea redactiei noi a lui se efectueaza prin tastarile : File,
Save. Documentul poate fi salvat si pe un careva disc Tn mod obisnuit.

e) Utilizarea parantezelor. Parantezele rotunde ( si ) se
folosesc pentru a grupa expresii; parantezele patrate [ si ] se folosesc
pentru delimitarea argumentelor functiei, iar acoladele { si } se
folosesc pentru delimitarea elementelor din lista.

12



f) Observatie. Textul care urmeaza este scris in Microsoft Word.
Pentru scrierea unor formule se foloseste redactorul Equation si de
aceea literele latine sunt scrise italic. Acest text poate fi scris direct in
Mathematica, unde literele se scriu normal si in asa fel se afiseaza.
Folosirea redactorului Microsoft Word face ca textul sa fie scris mai
compact.

R 1.2.2. Operatii aritmetice si de calcul

In Sistemul de programe Mathematica se folosesc urmatoarele
notatii: Pi este notatia numarului r; E este notatia numarului e; T este
notatia numarului i = NE¥ Infinity este notatia lui oo; n! este notatia
lui n factorial; x+y -- adunarea, x —y -- scaderea, x/y -- impartirea,
x*y sau x y — inmultirea (la inmultire Tntre x si y se pune sau semnul *
sau spatiu liber), —x -- minus x, x"y — ridicarea la putere x’, x==y —
egalitate, x > y — mai mare, x <y — mai mic, x >=y —mai mare sau (i)
egal, x <=y — mai mic sau (si) egal, x! =y — x este diferit de y.
Termenii se grupeaza cu ajutorul parantezelor rotunde. Se folosesc si
notatii obisnuite.

La rezolvarea problemelor de aritmetica si de calcul pot fi folosite
si functiile ce urmeaza.
Plus[x,y,...,z] — calculeaza suma x+y+...+z;
Times[x,y,...,z] — calculeaza produsul xy---z ;
Power[x,n] — calculeaza expresia x";
List[X;,X2,...,Xs] — Creaza lista {Xs,Xz,...,Xn};
Rule[a,b] — efectueaza substitutia a—>b;
Set[a,b] — atribuie lui a valoarea b;
Prime[n] — determind al n-lea numar prim;
FactorInteger[n] — determind factorii primi ai numarului n si
exponentii puterilor lor;
Max[x,y,...,z] — determina cel mai mare numar din lista dat;
Min[x,y,...,z] — determind cel mai mic numar din lista data;
Abs[x] — determind valoarea absolutd a numarului real x si modulul
numarului complex Xx.
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Exemplul 1. Se dd o expresie aritmetica :
3°(25+4) - 52 1
45 + 36 ' )
Se cere :a) sa se determine valoarea exacta a acestei expresii ; b) sa se
determine o careva valoare aproximativd a expresiei date ; c) sa se
determine o valoare aproximativa care contine 10 cifre semnificative.
Rezolvare. a) Pentru a obtine valoarea exactd a expresiei (1)
procedam astfel. Scriem aceastd expresie cu ajutorul paletei Tn forma
3"5(25 + 4) — 52
45 + 36
Enter de langa cifre). Se afiseaza :
3°(25 +4) - 52
45 + 36
6995
Out[l]——81
b) Pentru a obtine o valoare aproximativa scriem un punct dupa un
numar (de exemplu 45.) din expresie. Acest numar va fi considerat
aproximativ si rezultatul se va obtine tot aproximativ. Deci scriem

3%(25 + 4) - 52
45.+ 36

(2.1) sau in forma si tastam Shift+Enter (sau

In[1] :=

expresia data in forma : si tastam Shift+Enter. Se

afiseaza:
3°(25 +4) - 52
45.+ 36
Out[2]=86.358.
Alta variantd de rezolvare. Acelasi rezultat se obtine dacd scriem
3°(25 + 4) - 52
45 + 36

35(25 + 4) — 52
Inf3]:= =g /N

Out[3]=86.358.

In[2] :=

I'N si tastam Shift+Enter. Se afiseaza

14



3%(25 + 4) - 52
45 + 36

c) Scriem N[ ,10] si tastdm Shift+Enter. Se

afiseaza
. 3°(25 +4) - 52

4] = 5 36
Out[4]=86.35802469.A

Exemplul 2. Sa se determine primul numér prim.

Rezolvare. Scriem: Prime[1] si tastam Shift+Enter. Se afiseaza
In[4] :=Prime[1]
Out[5]=2.A

Exemplul 3. S3 se extraga radacina patrata din primul numar prim
(adica din doi): a) sa se afiseze rezultatul cu 20 cifre semnificative;
b) s& se afiseze o valoare aproximativa arbitrara.

Rezolvare. a) Scriem N[~/2,20 ] si tastdm Shift+Enter. Se
afiseaza
In[6] := N[~2,20]
Out[6] =1,4142135623730950488.
b) Scriem V2 N si tastam Shift+Enter. Se afiseaza :
In[7] := V2 /N
Out[7] =1,41421.A
Exemplul 4. Se di expresia 59°°. Se cere: a)sd se calculeze
valoarea exacta a acestei expresii; b)sda se determine o valoare
aproximativa cu 20 cifre semnificative ; c) sa se determine o valoare
aproximativa arbitrara.
Rezolvare. a) Scriem 5
In[8] := 59"
Out[8] =3488193609475279505101723465884297484478538062136
3914440454139574943350485761787882807001.
b) Scriem N[59%,20] si tastam Shift+Enter. Se afiseaza:
In[9] := N[59%,20]
Out[9] = 3.488193609x10%.
c) Scriem 59°/N si tastam Shift+Enter. Se afiseaza:

9'% si tastdm Shift+Enter. Se afiseaza:
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In[10] := 59°"//N
Out[10] = 3.48819x10%.A

Exercitii pentru lucrul individual

E.2.1. 1) Sa se construiascd o expresie care contine cele patru
operatii aritmetice, ridicarea la putere, fractii si paranteze. 2) Sa se
determine valoarea exactd a expresiei construite. 3) Sa se determine o
careva valoare aproximativd. 4)Sa se determone o valoare
aproximativa care contine 20 cifre semnificative.

E.2.2. Sd se determine al n-lea numar prim, unde » este egal cu
numarul variantei.

E.2.3. Fiind dat al n-lea numar prim (exercitiul E.2.1), se cere:
1) s& se determine o careva valoare aproximativa a radacinii patrate
din acest numdr; 2)sa se determine valoarea aproximativa care
contine 20 cifre semnificative a radacinii patrate din acest numar.

E.2.4. Se da expresia (10+7)*°, unde n este numarul variantei. Se
cere: 1) sa se determine valoarea exacta a acestei expresii; 2) sa se
determine o careva valoare aproximativa ; 3) sa se determine o valoare
aproximativa care contine 20 cifre semnificative.

1.2.3. Algebra elementara

Dam cateva exemple de functii care pot fi aplicate la rezolvarea
exercitiilor din algebra elementara.
Solve[lhs==rhs,x] — rezolva in raport cu variabila x ecuatia lhs = rhs;
NSolve[lhs==rhs,x] — rezolva numeric ecuatia Ihs = rhs in raport cu
variabila x;
Solve[ {lhs;==rhs,,lhs,==rhs,,...},{x,y,...}] — rezolva in raport cu
variabilele x, y, ... sistemul* de ecuatii Ihs;=rhs;, Ihs,=rhs,,...;
Reduce[inecuatie,x] — rezolva inecuatia data in raport cu variabila x;
Factor[expresie] — dezvolta in produs de factori expresia data;**
Simplify[%] — reduce la o forma mai simpla expresia obtinutd in
exercisiul precedent;
Simplify[expresie] — reduce la o forma mai simpla expresia daté;
Factor[polinom cu coeficienti intregi] — dezvoltd polinoame in
produs de factori cu coeficienti intregi;
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FactorList[polinom] — determina factorii polinomului si exponentii
puterilor lor;

Exemplul 1. S& se rezolve ecuatia x* —x® —8x? —24x+32=0.
Rezolvare. Scriem Solvelx® —x* —8x? —24x+32 = 0,x] ;i
tastam Shift+Enter. Se afiseaza:

In[1] := Solve[** — x° —8x? — 24 x + 32 == 0, x]

Out[1]={{x—>—2-2i}, {x—>-2+2i}, {x—>1},{x—>4}}.

S-au obtinut partu solutii: x; = —2-2i, x,= —2+2i, x3= 1, x4= 4.A
Exemplul 2. Si se resolve inecuatia (x +5)° + (x —1)* <626
Rezolvare. Scriem Reducel(x +5)* + (x -1)* <= 626 ,x] i

tastam Shift+Enter. Se afiseaza

In[2]:=Reducel(x + 5)* + (x -1)* <= 626 , x]

Out2]=—4<x<0.A
Exemplul 3. S& se dezvolte in produs de factori cu coeficienti

intregi exprexia x° — 1.

Rezolvare. Scriem Factor[x'® —1] si tastim Shift+Enter. Se
afiseaza

In[3] := Factor[ x"° —1]

Out[3]=(—1+x)(1+x)(1-x+x’—x*+x*) 1+t +xt+xh). A
Exemplul 4. Sa se reduca la o forma mai simpla expresia obtinuta

n exercitiul precedent.

Rezolvare. Scriem Simplify[%] si tastdm Shift+Enter. Se afiseaza

In[4]:= Simplify[%]

Out[4]=—-1+ x A
Exemplul 5. S se rezolve ecuatia x° +x* +x+1=0: 1) exact;

2) numeric.

Rezolvare. 1) Scriem Solvelx® +x
Shift+Enter. Se afiseaza
In[5]:= Solve[x” +x* +x +1==10,x]
Out[S]={{x—>—1},{x>—i},{x>i}}.

+x+1=10,x] s tastaim
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2) Scriem NSolvelx® +x° + x+1==0,x] sj tastim Shift+Enter.
Se afiseaza
In[6]:= NSolvel[x’ +x* +x +1==10,x]
Out[6]={{x—>—1},{x—>—7.1245x10 ¥+1.i},{x—>—7.1245x10 - 1.i}.
Observam c& am primit rezultate diferite, dar care diferd foarte putin
unul de altul.A

1.2.4. Exercitii din algebra liniara
Matricele pot fi notate cu A, B, M, a, b, m, ... si ele nu trebuie
notate cu C, D. O matrice se introduce Tn forma de lista, elementele
cdreia sunt liste care contin elementele liniilor matricei date. De

Ay dyp Ay
exemplu matricea patraticd de ordinul trei A=| 921 @2 dz3 | se

a3 dzp  dg
introduce in document (fisier) astfel. Aflandu-ne in fereastra acestui
document, scriem A:={{a11,a12,813},{821,822,823},{A31,832,833} } Si tastam
Shift+Enter. Se afiseaza
In[1]:=A:={{as,a12,13},{ 221,222,223}, {231,232,233} }.
Astfel matricea A a fost introdusa si cu ea pot fi effectuate operatiile
necesare. Dacad vrem ca matricea A sa fie scrisa si in forna obisnuita,
atunci scriem MatrixForm[A] si tastim Shift+Enter. Se afiseaza
Out[1]/MatrixForm[A]=

. dyp Ay
dpy dp Ay
a3 dzp  dg
Printre functiile algebrei liniare sunt:
Det[A] — calculeaza determinantul matricei A si se afiseaza valoarea
lui;
Dot[A,B] — calculeazd produsul matricelor A si B si se afiseazé
rezultatul in forma de lista;
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Inverse[A] — calculeaza inversa matricei A si o afiseaza in forma de
lista;

Transpose[A] — calculeazd transpusa matricei A si o afiseaza in
dorma de lista ;

Eigenvalues[A] — calculeaza valorile proprii ale matricei A si le
afiseaza in forma de listd;

Eigenvectors[A] — calculeazd vectorii proprii ai matricei A si Ti
afiseazd In forma de listd, elementele cdreia sunt liste alcdtuite din
coordonatele vectorilor proprii;

Eigensystem[A] — calculeaza valorile proprii si vectorii proprii ai
matricei A si 1i afiseaza in forma de listd primul element al careia este
lista valorilor proprii iar celelalte elemente sunt liste alcdtuite din
coordonatele vectorilor proprii;

Dacd vrem ca matricele sa fie afisate in forma obisnuita, atunci Tn
instructiuni* Tn afard de functia respectiva se introduce si
MatrixForm. Exemplificam acest caz.

MatrixForm[A.B] — afiseazd produsul AB al matricelor A si B in
forma de matrice;

MatrixForm[A+B] — afiseazd in formd de matrice suma A+B a
matricelor A si B;

MatrixForm[a*A] — afiseazd in formd de matrice produsul
numarului o cu natricea A,

Transpoze[A]//MatrixForm — afiseaza In forma de matrice transpusa
matricei A,

Inverse[A]/MatrixForm — afiseazd in formd de matrice inversa
matricei A,
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Exemplul 1. Fie matricele4 =5 1 2|,
3 -1 1
4 -1 2
B=12 5 =31 sinumarul o, s se determine: 1) A+B; 2) 3A;
5 6 =2

3) AB; 4) detA; 5) A™'; 6) AT,

Rezolvare. Introducem matricele A si B. Pentru aceasta scriem
A:={{1,2 4 },{51,2 },{3,-1,1 }}, tastam Shift+Enter si se afiseaza
In[1] :=A:={{1,2 ,4 },{5,1,2 },{3,-1 ,1 }}.

Asemanator, scriem B:={{4,-1 ,2 },{2,5 -3 },{5,6 ,-2 }}, tastam
Shift+Enter si se afiseaza

In[2] :=B:={{4,-1,2 },{2,5 ,-3 },{5,6 ,-2 }}.

Astfel, matricele A si B au fost introduce Th document.

1) Pentru calculul sumei A+B scriem MatrixForm[A+B], tastam
Shift+Enter si se afiseaza
In[3] :=MatrixForm[A+B],

Out[3]//MatrixForm=
5 -1 6
7 6 -1 ’
8 5 -1

2) Pentru a calcula produsul 3A scriem MatrixForm[3*A], tastam
Shift+Enter si se afiseaza

In[4] :=MatrixForm[3*A],

Out[4]//MatrixForm=
3 6 12
15 3 6
9 -3 3

3) Pentru a calcula produsul AB scriem MatrixForm[A.B], tastam
Shift+Enter si se afiseaza

In[5] :=MatrixForm[A.B],
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Out[S]//MatrixForm=

28 31 -12
32 2 3
15 -8 7

4) Pentru a calcula determinantul matricei A scriem Det[A], tastam
Shift+Enter si se afiseaza

In[6] :=Det[A]

Out[6]=27.
5)Pentru a determina  inversa  matricei A  scriem
Inverse[A]//MatrixForm, tastdm Shift+Enter si se afiseaza
In[7] :=Inverse[ A]//MatrixForm
Out[7]=MatrixForm=
1 2
-~ = 0
9 9
1 11 2
27 27 3
8 7 1
27 27 3
6) Pentru a determina  transpusa  matricei A  scriem

Transpoze[A]//MatrixForm, tastam Shift+Enter si se afiseaza
In[8] :=Transpoze[A]//MatrixForm
Out[8]=MatrixForm=

1 5 3
2 1 -1|A
4 2 1

Observatie. Se stie ca Tnmultirea numerelor se noteazad cu semnul
* Daca Tncercdm sa notam inmultirea matricelor cu acelasi semn,
atunci nu obtinem produsul matricelor dar obtinem o matrice
elementele careia sunt produsele elementelor respective ale matricelor
date. Deci sa fim atenti la notatii !
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Intr-adevar, dacd scriem MatrixForm[A*B] si tastam Shift+Enter,
atunci se afiseaza
In[9] :=MatrixForm[A*B]

Out[9]//MatrixForm=
4 -6 8
10 5 -6 A
15 -6 -2

Exemplul 2. Fiind datd matricea péatraticd de ordinul trei M=
-1 3 -1
=3 5 ~—11 <3 se determine: 1) valorile proprii, 2) vectorii
-3 3 1

proprii, 3) valorile proprii si vectorii proprii.

Rezolvare. Introducem matricea M. Pentru aceasta scriem
M:={{-1,3,-1},{-3,5,-1},{-3,3,1}} i tastam Shift+Enter. Se
afiseaza
In[10]:=M:={{-1,3,-1},{-3,5,-1},{-3,3,1}}.

Deci matricea M s-a introdus Tn document.

1) Pentru a determina valorile proprii scriem Eigenvalues[M] si
tastam Shift+Enter. Se afiseaza
In[10]:=Eigenvalues[M]

Out[10]={2,2,1}.

2) Pentru a obtine vectorii proprii scriem Eigenvectors[M] si
tastam Shift+Enter. Se afiseaza
In[11]:=Eigenvectors[M]

Out[11]={{-1,0,3},{1,1,0},{1,1,1}}.

3) Pentru a determina si valorile proprii si vectorii proprii scriem
Eigensystem[M] si tastdm Shift+Enter. Se afiseaza
In[12]:=Eigensystem| M|
Out[11]={{2,2,1},{-1,0,3},{1,1,0},{1,1,1}}.A

Exemplul 3. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare
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Nt Y, + Y3ty =1,
Vit Y, = V3=, =-1
V1= =-1
Y3 —Ys=2
Rezolvare. Scriem Solve[{y:tY,tysty,==7, YitYo—Y3-ys==—1,
Vi—Yo==-1, VY3-Vs==2}, {y1,Y2YaYs}] Si tastam Shift+Enter. Se
afiseaza
In[13]:= Solve[{yi+ytystys==7, yrtyrysys=—=1, yry==-1,
Ya—Ya==2}, {¥1,¥2,¥3,¥4}]
Out[13]={{y1—>1,y2>2,y3>3,ys—>1}}.A
Exemplul 4. S3 se rezolve sistemul de ecuatii liniare
o5x; —2x, +2x5 =6,
x; +4x, —3x;=0.
Rezolvare. Scriem  Solve[{2x;+3x,—X3==8,  5X3—2X,+2X3==6,
X1 +4X,—3X3==9},{X1,X2,X3}] Si tastdm Shift+Enter. Se afiseaza
In[13]:=Solve[ {2x;+3X,—X3==8,5x;—2X,+2X3==6,X; +4X,—3x3==9},{x1,
XZ’XS}]
Out[13]={{x;>2,x,>1,x;>—1}}.
S-a obtinut solutia x;=2, X,=1,X3=—1.A

1.2.5. Calcul diferential si calcul integral
al functiilor reale de o variabila reala

In sistemul Mathematica functiile se noteazi asemanator cu
notatiile obisnuite, prima literd fiind majusculd. Argumentele
functiilor sunt delimitate cu paranteze patratice [ si ]. Exemple:
Sin[x] este notatia expresiei sinx; Cos[x] — cosx; Tan[x] — tgx;
ArcSin[x] — arcsinx; Log[x] — Inx; Log[b,x] — logyx; Exp[x] — ¢';
Sqrt[x] — radacina patrata din x;
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a) Calculul limitelor. Printre functiile care pot fi aplicate la
rezolvarea exercitiilor din acest punct sunt urmatoarele.
Limit[ f,;x—>a] - calculeaza limita functiei f(x) Tn punctul a;
Limit[ f,;x—>Infinity] - calculeaza limita functiei f(x) cand x tinde la
infinit;
Limit[f,x—>a,Direction——a] - calculeaza limita la dreapta a functiei
f(x) Tn punctul a;
Limit[ f,;x—>a,Direction—+a] - calculeaza limita la stdnga a functiei
f(x) Tn punctul a;

5 o . cos 2x —e*”
Exemplul 1. S& se calculeze limitele: a)lim it ax) ¢ D

x—0
(2x+1) [(x-1)
. x2+2x-1 .
lim| —————M— : c) lim d)

x>l 2x2 —3x -2 x—>1-01 4 3M(x-1) ;
lim ——
x—>1+07] + 31/()5’1) )

: . Cos[2*x]-E* A
Rezolvare. a) Scriem Limit[ Log [L+ 4% x] ,X—0] si tastam

Shift+Enter. Se afiseaza

. . Cos [2*x]- E¥
In[1]:=Limit[ Log [L+ 4% x] ,Xx—>0]

3
Out[1]=— g
x?+2*x -1
2*x? —3*x -2
tastam Shift+Enter. Se afiseaza
x?+2*x -1
2*x? —3*x -2

(2*x+1) [(x-1)
] X—Infinity] si

b) Scriem Limit[[

(2*x+1) [(x-1)
] ,Xx—Infinity]

mnpﬂjmm[
1
Out2}=".
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1
c) Scriem Limit[m,x—>1,Direction—>—1] si  tastam

Shift+Enter. Se afiseaza

,x—1,Direction——1]

1
In[3]:=Limit| W

Out[3]=0.
1
d) Scriem Limit[m,x—>1,Direction—>+1] si  tastdm

Shift+Enter. Se afiseaza

1
In[4]:=Limit| W ,x—>+1,Direction—>+1]

Out[4]=1.A

b) Constructia liniilor si a graficelor functiilor reale de o
variabili reald. Se aplica functiile ce urmeaza.
Plot[f,{x,a,b}] — construieste graficul functiei f(x), a <x <b;
Plot[{f},f,,...},{x,a,b}] — construieste pe acelasi desen graficele
functiilor fy(x), fi(x),... a<x<b;
ListPlot[{x,y1},{X2,y2},...] — construieste punctele cu coordonatele
carteziene (X1,¥1),(X2,¥2),---;
ParametricPlot[{f,.f,},{t,a,b}] — conctruielte linia data prin ecuatiile
parametrice x=f,(t), y=f,(t), a<x<b;
ParametricPlot[{f,f,},{g..g,},{t,a,b}] — conctruielte liniile date prin
ecuatiile parametrice x=f,(t), y=f,(t), a < x < b, si x=gx(t), y=0,(1),
a<x<h;
ParametricPlot3D[{f,f,f,},{t,a,b}] — conctruielte linia din spatiul R®
data prin ecuatiile parametrice x=f,(t), y=f,(t), z=f,(t), a<x <b;

Exemplul 2. Sd se construiasca liniile date prin ecuatiile:
x=2cos ¢,
y=2sin?¢

2) f(x):x3+4x2—2x+l’ xe[-1, 2]; b){

x+3

te[0, 2m].
Rezolvare. a) Scriem
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¥ +4x —2x+1
x+3 ’
{x,~1, 21]Plot[{2 Cos *,2Sin 1}, {1,0,27} ]
si tastam Shift+Enter. Se afiseaza
¥ +4x% —2x+1
) 3_13 2
" (x-1,2}]

Plot[

In[5]:=Plot|

Out[5]=desenul

b) Scriem Plot[{2Cos *1,28in *1},{r,0,27}] si tastim
Shift+Enter. Se afiseaza
In[6]:=Plot[{2Cos *¢,28in *1}, {1,0,2n} ]

Out|[6]=desenulA

¢) Calculul derivatei si al diferentialei. Se folosesc functiile:
D[f,x] — calculeaza derivata functiei f in raport cu variabila x ;
D[f,{x,n}] — calculeaza derivata de ordinul » a functiei f Tn raport cu
variabila X ;

Dt[f] — calculeaza diferentiala functiei f;

Exemplul 3. Se dé functia / (¥) = aretg (In x) + IN(areigr ) g
se calculeze: a) derivate df/ dx; b) derivata de ordinul doi &%/ ®?; c)
diferentiala df.

Rezolvare. a) Scriem D[ArcTan[Log[x]]+Log[ArcTan[x]],x] si
tastam Shift+Enter. Se afiseaza
In[7]:=D[ArcTan[Log|x]]+Log[ArcTan|x]],x]

1 1
Outl7I="1 1 +2) greTun [x] - x(+ Log [x]) -

Tn aceasta expresie Log [x1% inseamni Log *x .

b) Scriem D[ArcTan[Log[x]]+Log[ArcTan[x]],{x,2}] si tastam
Shift+Enter. Se afiseaza
In[8]:=D[ArcTan[Log[x]]+Log[ArcTan|x]],{x,2}]

1 2x
Out[8]= A+ x2)2 dreTan [x]? QA+ x?)? AreTan [x] ™
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2Log[x] 3 1

x?(1+ Log[x]?)* x2Q1+ Log[x]?) "
c) Scriem Dt[ArcTan[Log[x]]+Log[ArcTan[x]]] si tastdm Shift+Enter.
Se afiseaza
In[9]:=Dt|ArcTan[Log|x]]+Log[ArcTan|[x]]]

Dt[x] N Dt[x]
OutdI= (1 2y dreTan [x]  x(L+ Log[x]?)"
Tn expresia precedentd D¢[x] Inseamna dx.A

d) Calculul integralelor. Pot fi aplicate functiile ce urmeaza.

Integrate[f,x] — calculeaza primitiva (integrala nedefinitd) a finctiei
f(x) ;
Integrate[f,{x,a,b}] — calculeaza integrala definitd a finctiei f(x) pe
intervalul [a,b], a < b;
Integrate[f,{x,a,Infinity}] - calculeaza integrala definita a finctiei
f(x) pe intervalul [a,0);
NIntegrate[f,{x,a,b}] - calculeazd numeric integrala definita a finctiei
f(x) pe intervalul [a,b];

Exemplul 4. Sd se calculeze mtegralele nedefinite:

x° +4x% +5x3 —x? —2x+2
a b dx
vl -
- 1 x - v
Rezolvare. a) Scriem  Integrate[ 1t x? ] si tastam

Shift+Enter. Se afiseaza
1

— _— X
In[10]:=Integrate[ ¢ 1~ 5 "]
V1+x?(3-4x® +6x")

Out[10]= o

_ x% +4x* +5x% —x? —2x+2
b) Scriem Integrate[ 31
X3

X1 si tastam

Shift+Enter. Se afiseaza
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x% +4x* +5x3 —x? —2x+2

In[11]:=Integrate[ Ny X ]
x —_—

Out[11]=

3

5 1+ 2x 3

x +4x2+ 2 — > AreTan | =225 | + 3Log[-1+ x] - = Log[1+ x + x?]

3 3 { 73 } 2

Exemplul 5. Sa se calculeze valoarea exacta a integralei definite
j: A1 - x?dx _

Rezolvare. Scriem Integrate] V1 - x? {x,01}] ] si tastim
Shift+Enter. Se afiseaza

In[12]:=Integrate[ V1 - x* ,{x,0,1}]

s
Out[12]=z
Exemplul 6. Sa se calculeze o valoare aproximativa a integralei

1
definite |, V1+ xdx

Rezolvare. Scriem Nintegrate[ V1 + x° {x,01}] ] si tastdm
Shift+Enter. Se afiseaza
In[13]:=NIntegrate[ V1 + x° ,{x,0,1} ]
Out[13]=1.11145.A

Exemplul 7.54 se calculeze integralele improprii

o x 1/v+2
a)j01+ dx;b) [ In—dx.

2
Rezolvare. a) Scriem Integrate[ -~ — = {x,0, Infinity }] ] si tastdm

Shift+Enter. Se afiseaza
2

In[14]: —Integrate[ = {x,0, Infinity }] ]

Out[l4]=ﬁ
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1/x
. © 2 N . . «
b) Scriem L In[%]dx si tastdm Shift+Enter. Se afiseaza

1 .
Integral of Log [5(2 +¢*"")] does not converge on {1,c0}.

» 1 R
Out[15]=L Log[=(2+ e’ *)]dx |
Aceasta inseamna ca integrala data n-a fost calculata.

1.3. Elemente de Analiza Combinatorie si Aplicatiile lor.

Analiza Combinatorie este o disciplina matematica care
studiaza metodele de numarare (sau de calcul) ale tuturor
combinarilor ce pot pot fi alcatuite din elementele unei multimi
finite in baza unor reguli prestabilite. Or, aceasta disciplina are
de a face numai cu multimi finite.

Analiza combinatorie se bazeaza esential pe doua principii:

Principiul adunarii si Principiul inmultivii. Daca A si B
sunt doua multimi finite atunci distingem doua situatii, dupa
cum cele doua multimi pot fi disjuncte sau nu. Evident are loc :

Principiul adunarii (caz disjunct)

Daca A si B sunt multimi finite si disjuncte, adica A N B =
&, card(A) = n si card(B) = m , atunci

card(A UB) =n+m Q)

Corolar. Daca A;, A;, ... Ay sunt multimi finite disjuncte

doua cdte doua atunci

Bl =

Principiul adunarii (caz general)
Daca A si B sunt multimi finite A, B, card (A) = n, card (B) =
m sicard (A N B) =k, atunci
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card(AU B)=n+m—k (2)

Exercitiul 1. Folosind inductia matematica deduceti Principiul
adunarii pentu un numar arbitrar £ de multimi finite 4;, A5, ..., A;.

Exemplul 1. Consideram o grupa de studenti despre care stim ¢ 20
de studenti cunosc limba engleza, 15 limba franceza, 10 limba germa-
na, 5 limbile engleza si franceza, 5 limbile franceza ,si germana,4
limbile engleza si germana si 1 student limbile engleza, franceza si
germana. Cati studenti sunt in grupa?

Solutie.Notand prin E, F' si G multimile de studenti care poseda,
respectiv, limba engleza, franceza, germana si tindnd cont de datele
problemei, deducem:
cardE =20, cardF =15, cardG =10, card(E N F)=5,

card(E N G)=4, card(F'N G)=5, card(EN FN G)=1,

si atunci
card(E U FU G)=card(E)+card(F)+card(G) - card(E N F) -

card(E N G) - card(F N G)+card(E N FN G)=32.

Principiul inmultirii in limbajul produsului cartezian
Daca A si B sunt doua multimi finite astfel incat card (4) = n si
card (B) = m, atunci
card (A x B)=n-m. (3)
Remarca. Pentru orice numar £ de multimi finite are loc formula:

card(A4,x 4, %x...A,) :ﬁ/L. (4)
i=1

Principiul Tnmultirii in limbajul produsului cartezian poate fi
reformulat in limbajul actiunilor.
Principiul inmultirii in limbajul actiunilor
Daca o actiune poate fi realizata in k etape succesive astfel
incat etapa i poate fi realizata in n; modalitati, B= B8, atunci
aceasta actiune poate fi realizata in n; xn; x... xn, modalitati.
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Exemplul 2. Presupunem ca un safeu poate fi deschis, cunoscand
este egal numarul total de coduri diferite ce pot fi alcatuite in acest
mod?

Solutie. Multimea Q a tuturor codurilor posibile coincide cu
produsul cartezian a multimii {0, 1, 2,..., 9} de 6 ori cu ea insasi,
adica Q={ (i;,i>,i3,i4,is,is) : 4,=0,1,...,9, k=1,2,...,6}. Aceasta are,
conform Principiului Tnmultirii Tn limbajul produsului cartezian,10°
elemente. Cu alte cuvinte numarul total de coduri diferite ce pot fi
alcatuite in acest mod este egal cu 10°.

Exemplul 3. Daca avem informatia suplimentara, ca acest cod din
exemplul anterior este format din cifre diferite atunci numarul total al
codurilor diferite descreste. Tntr-adevar, a forma un cod din 6 cifre
diferite este echivalent cu a efectua o ac,tiune in 6 etape succesive,
astfel incat prima etapa poate fi realizata in 10 modalitati, cea de a
doua in 9 modalitati,etc., ultima (a sasea) in 10 - (6- 1) = 5 modalitati.
Conform Principiului inmultirii Tn limbajul actiunilor, numarul tuturor
evenimentelor elementare este egal cu 10-9-8-7-6-5. Observam, ca,
spre deosebire de exemplul anterior, aplicarea principiului inmultirii
in limbajul produsului cartezian devine defectuoasa.

Definitia 1. Fie 4 o multime formata din » elemente diferite,

A ={a;a,,...,a,}, atunci vom numi aranjament din » elemente luate
cate k orice multime ordonata de forma
(al.l,al.2 ,...,al.k):i1 Ely .. & ik,al./ € A,ij =1n,j=1n

Evident notiunea are sens pentru k =1,2,...,n. Multimeka tuturor
aranjamentelor de n elemente luate cate £ se noteaza cu A n , adica

AE = L(an, aiy o as,) |G Fdz# - # ik, ay € Ajiy=1n, j=1k}.

Cardinalul acestei multimi se noteaza cu si este numarul
tuturor aranjamentelor din n elemente luate cate .

Conform principiului  Tnmultirii Tn limbajul actiunilor, a
construi un aranjament din n elemente luate cdte k este echivalent
cu a realiza o actiune Tn £ etape succesive, astfel incat prima etapa
poate fi realizata in » modalitati, cea de a doua in n-/ modalitati,
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etc., ultima (etapa nr. k) in n-(k-1) = n - k+1 modalitati. Or,
numarul tuturor aranjamentelor din n elemente luate cate & este
egal cu

B3=n-(n-1)-(n-2)-...-(n-k+1)=nl/[ (n-k) Ik!] (5)

Prin definitie, atunci cand k=n, aranjamentul se numeste

permutare de n elemente. Deci multimea tutror permutarilor de n
elemente notata prin P, coincide cu @3, ceea ce Tnseamna ca numarul
tutror permutarilor de elemente P, este egal cu 22, adica

P, =nl. (6)

Definitia 2. Orice submultime de forma

{ail,al.z,...,al.k}:i1 £y # ... iik’ai/ € A,ij =1,n,j=1n senumes-

te combinare din n elemente luate cdte k. Evident notiunea are sens
pentru £ = 73 Multimea tuturor combinarilor de » elemente luate

cate k elemente este, asadar, multimea
{{ail,aiz,...,aik }: L2l #..#i,a, €A,i,=ln,j =1,n}.
d J

Cardinalul acestei multimi il vom nota cu &Z.

Observam ca dintr-o combinare din n elemente luate céte £ putem
forma k! aranjamente din n elemente luate cate k. Or, a forma un
aranjament din » elemente luate cate & este echivalent cu a realiza o
actiune Tn doua etape succesive:

1. alegem o combinare din n elemente luate cate k, etapa pentru
care avem BZmodalitati de a o efectua;

2. din aceasta combinare, formam un aranjament din n elemente
luate cate k, etapa care se poate realiza in Bl modalitati.
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Rezulta ca Kl- B agica

Ak
( k — n— 7 d
" k! k! (H_ —k)! ( )

Exercitiul 2.Demonstrati ca daca A4 este o multlme formata din n

elemente diferite, atunci cam’{B Bc A}: 2",

Exemplul 4. Consideram ca avem o multime de » elemente astfel
incat n; elemente sunt de tipul 7, n, elemente sunt de tipul 2, ..., n;
elemente sunt de tipul &, n; + n, +... + n, = n. Alegem la intdmplare,
unul cate unul, toate elementele multimii si le aranjam in ordinea
extragerii lor. Sa se calculeze cardinalul numarului total de rezultate
posibile in acest experiment.

Solutie. Notam prin Q multimea tuturor rezultatelor posibile in
acest experiment. Pentru a alcatui un rezultat posibil, corespunzator
acestui experiment, este suficient sa realizam o actiune n & etape suc-
cesive.

Etapa I din n locuri disponibile pentru a aranja elementele extra-
se, alegem n; locuri pe care vom plasa elementele de tipul 7. Aceasta

actiune o putem realiza in C,fl modalitati;

Etapa 2 din cele n-n, locuri, disponibile dupa etapa / , alegem n,
locuri pe care vom plasa elementele de tipul 2. Aceasta actiune o

putem realiza in C,finl modalitati, etc.,

Etapa k: dincele n - n; - n; -... - ny.; = ny locuri, disponibile dupa
etapa &, alegem n, locuri pe care vom plasa elementele de tipul .

Aceasta actiune o putem realizain C,*, = C," modalitati.

Ny —..~Nj_q

Conform principiului Tnmultirii, avem :

card(Q)=C;-Cp, -...-C}} =

n—m—hy—..~M_3

nl

ntn,k...-n!
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Formula obtinuta este, de fapt, formula de calcul pentru P(n;, n,,
..., mg), numarul permutarilor a » elemente, din care n; elemente sunt
de tipul 7, n, elemente sunt de tipul 2, ..., n, elemente sunt de tipul %,
n;+n,+...+tn, =n.

]
P(n,n,,...,n,) :+. @)
ntnt...-n!
Ultima mai poarta denumirea de formula permutarilor cu repetare.
Exemplul 7. Presupunem ca avem la dispozitie 10 cartonase
marcate cu litere astfel: M, M, A, A, A, T, T, I, E, C. Un copil se joaca,
extragand la intdmplare cate un cartonas si aranjandu-1 in ordinea
extragerii. Cate cuvinte diferite sunt posibile in acest caz?
Tntrucat consideram cartonasele marcate la fel ca fiind de acelasi tip,
rezulta ca avem 2 cartonase de tip M, 3 cartonase de tip 4, 2 cartonase
de tip 7, 1 cartona,s de tip Z, / cartonas de tip £ ,si  cartonas de tip C.
Notam prin multimea tuturor rezultatelor posibile in acest experi-
ment.
Atunci, folosind formula dedusa mai sus, tinand cont ca rezultatul
aranjarii cartonaselor in ordinea extragerii lor defineste un cuvant,
obtinem ca numarul cuvintelor diferite ce pot fi obtinute, astfel, se
calculeaza dupa formula:

card(Q)) = 2400.

I
I —— 1)
321111

Exemplul 8. Presupunem ca dispunem de » cutii si  bile identice.
Plasam bilele, una cate una, la intdmplare, in una din cutii. Sa se
calculeze cardinalul multimii tuturor rezultatelor posibile in acest
experiment.

Solutie. Tn cele ce urmeaza vom reprezenta » cutii prin intermediul
an + [ bare verticale, iar » bile prin intermediul a » asteriscuri. De
exemplu, situatia cand 5 bile identice, fiind plasate in 3 cutii astfel
ncét in prima cutie nimeresc 0 bile, in cutia a doua 2 bile si in cutia a
treia 3 bile poate fi reprezentata astfel: ||**|***|, iar situatia cand toate
bilele nimeresc in prima cutie poate fi reprezentata astfel:

[*****|||. Or, pentru o astfel de reprezentare schematica avem nevoie
de n + 1 locuri pentru bare (peretii cutiilor) si » locuri pentru
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asteriscuri (bile). Din exemplele aduse vedem ca orice repartizare
concreta a r bile identice Tn » cutii este univoc determinata de pozitia a
n - I bare (pereti) interioriare si a » asteriscuri (bile) peceler +n - 1
locuri interioare, cele doua bare (pereti) exterioare ramanand de
fiecare data fixe. Drept consecinta alegerea a n — I locuri pentru bare
(sau  locuri pentru asteriscuri) din totalul de » + » — I locuri, poate .

facutain C'*, = C/, , modalitati, C"., fiind cunoscut ca numarul

n+r—1 n+r n+r

combinarilor din n elemente luate cdte r cu repetare.

2. Calculul probabilitatilor

2.1. Observatii privind calculul probabilitatilor si definitia
axiomatica a probabilitatii.

Daca rezolvarea unei probleme de calcul al probabilitatii se reduce
la aplicatia unei formule de calcul, atunci raméane sa introducem fin
aceasta formuld datele numerice ale problemei si parametrii necesari.
Astfel se obtine o expresie numerica a carei valoare numerica trebuie
calculatd. Din cele expuse anterior rezultda cd Sistemul de programe
Mathematica permite: calculul valorii exacte, calculul unei valori
aproximative cu sapte cifre semnificative si calculul unei valori
aproximative cu un numar dorit de cifre semnificative.

Observatie. Cunoastem deja ca in Sistemul Mathematica , dupa
scrierea instructiunii, se tasteaza Shift+Enter pentru ca instructiunea sa
fie executatd. De aceea in textul rezolvarilor problemelor ce urmeaza
se contine numai instructiunea respectiva si rezultatul executérii ei:
Input, Output precum si unele comentarii (daca ele sunt necesare).

Unele calcule din exercitiile ce urmeaza pot fi efectuate cu ajutorul
unui microcalculator, sau chiar ,,in minte”. Prin intermediul unor atare
exercitii se ilustreaz nu atdt necesitatea utilizérii - Sistemului
Mathematica, cat posibilitatea utilizarii lui.

Variante de exercitii pentru lucru individual pot fi gasite in lista de
exercitii propuse pentru rezolvare de la sfarsitul paragrafului.

La rezolvarea exercitiilor ce urmeaza vor fi folosite unele functii
din cele enuntate anterior, dar si unele din functiile:
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Collect[expr,x] — reduce termenii asemenea din expresia expr Si Ti
arangeaza dupa puterile lui x;

Sum([f[i],{i,imin,imax} ] — Calculeaza suma valorilor functiei f pentru i de
12 imin pana la imax cu pasul +1;

NSum|[f[i], {i,imin,imax}] — Calculeazd o valoare a sumei valorilor
functiei f pentru i de la imin pand la imax cu pasul +1;
Product[f[i],{i,iminsimox}] - Calculeaza produsul valorilor functiei f
pentru i de la imin pana la imax cu pasul +1;

NProduct[f[i],{i,inin,imex}] — cCalculeaza o valoare a produsului
valorilor functiei f pentru i de la imi, pana la imax cu pasul +1.

Drept punct de plecare Tn calculul probabilitatilor serveste
definitia axiomaticd a probabilitatii, care intregeste modelarea
matematicd a experimentelor aleatoare ce poseda Proprietatea
Regularitatii statistice. Aceastd modelare presupune identificarea
urmatoarelor elemente (obiecte) matematice cu ajutorul carora sa
descriem:

a) multimea de rezultate posibile intr-un experiment aleator &;

b) multimea (familia) & a tuturor evenimentelor aleatoare asociate
experimentului &;

¢) probabilitatea (regula) P, conform careia fiecarui eveniment
aleator 4, asociat experimentului & i se pune in corespondenta
probabilitatea acestuia P(4).

Réspuns la p. @) ni-1 da

Definitia 1. Vom numi spatiu de evenimente elementare orice
multime nevida Q, elementele careia corespund rezultatelor posibile
intr-un experiment aleator & Elementele ® din Q se numesc
evenimente elementare.

Dam cateva exemple de spatii de evenimente elementare.

1. Consideram, in calitate de experiment aleator & aruncarea unei
monede o singurda datd Atunci spatiul corespunzator de evenimente
elementare Q={S, B}={0, 1}={w;, w,}, unde prin S, 0 sau w; am
notat evenimentul elementar ce constd in aparitia Stemei, iar prin B, 1
sau @, am notat aparitia Banului.
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2. Consideram aruncarea unei monede de doud ori succesiv. Atunci
Q={SS,SB,BS, BB}={w,, w,, w; w,}, pastrand acelas tip de notare.

3. Experimentului aleator &, ce consta in aruncarea unui zar o
singura data, Ti corespunde spatiul de evenimente elementare Q={/,
2,...6}={w;, w,,..., ws}, unde i sau w; reprezinta numarul de puncte
aparute, i=1, 2,...,6.

4. lar acum consideram, in calitate de experiment aleator &
aruncarea unei monede pana la prima aparitie a Stemei. Atunci
O={S,BS, BBS,..}~{w;, w; w;,..., w,, ..}, unde w, , de exemplu,
corespunde rezultatului posibil (elementar) ce semnifica faptul ca
experimentul s-a terminat la aruncarea numarul » cu aparitia Stemei
precedata de aparitia Banului de n-7 ori.

5. Considerdm experimentul aleator ce consta in masurarea staturii
unui student luat la Tntdmplare de la Universitatea Tehnica din
Moldova. Notdm prin o Tnaltimea acestuia. Atunci Q={ w: w>0}.

Observatie. \Vom spune ca exemplele de tipul 1-5 se referd la cazul
discret deoarece spatiul de evenimente elementare Q corespunzator
reprezinta o multime finita (vezi exemplele 1-3) sau o multime infinita,
cel mult, numarabila (in exemplul 4), iar exemplele de tipul 5 se
referd la cazul continuu deoarece spatiul de evenimente elementare
Q corespunzator reprezinta 0 multime infinitd nenumarabild.

Réspunsul la p. ) il aflam din

Definitia 2. Fie Q un spatiu de evenimente elementare, atunci vom
numi eveniment aleator orice element 4 din familia & ={4: 4 este
submultime a lui Q} ce verifica urmatoarele 2 axiome:

1°. Daca 4 este eveniment aleator, adica A este element a lui §
atunci si complementara acestuia, 4={ o din Q: w nu apartine lui
A} este eveniment aleator;

2° Daca 4;,4,, ..., A,,... sunt evenimente aleatoare, atunci si
reuniunea (suma) acestor submultimi este eveniment aleator.

Familia & sau perechea ( Q2, § ) se mai numeste camp de
evenimente aleatoare.

Observatie. Daca 2 este o multime de tip discret, atunci axiomele
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1%29 ale campului de evenimente aleatoare se verifica automat, cu
alte cuvinte , in acest caz, din oficiu, orice submultime A din spatiul
de evenimente elementare 2 este eveniment aleator. Daca
evenimentul elementar o din Q) apartine si evenimentului A, atunci
spunem ca w favorizeaza evenimentul A.
Mai mult, deoarece evenimentele aleatoare reprezintd submultimi ale
lui Q, rezulta ca asupra lor pot fi aplicate toate operatiile asupra
multimilor. Astfel, reuniunea a doua evenimente aleatoare se numeste
sumd, intersectia lor se numeste produs iar complementara A={ o
din Q' o nu apartine lui A} a unui eveniment aleator 4 se numeste
eveniment non-A sau opusul Sau negarea evenimentului A.
Evenimentul € se numeste eveniment sigur, iar evenimentul ce
corespunde multimii vide @ se numeste eveniment imposibil.Dacé
produsul (intersectia) a doua evenimente 4 si B este un eveniment
imposibil, atunci se spune ca evenimentele A si B sunt incompatibile
(disjuncte). Daca evenimentul 4 se contine (ca multime) in B, atunci
spunem ca evenimentul A implica evenimentul B. Daca, concomitent
cu aceasta, are loc si relatia inversa, atunci 4=B si spunem ca
evenimentele 4 si B sunt echivalente.
Evident, operatiile asupra evenimentelor aleatoare poseda aceleasi
proprietati ca si opertiile asupra multimilor. In particular, sunt valabile
Formulele de dualitate ale lui de Morgan:
1) Complementara sumei a doua evenimente A si B coincide cu
produsul complementarelor acestor evenimente,
2) Complementara produsului a doua evenimente A si B
coincide cu suma complementarelor acestor evenimente.
Putem, insfarsit, rdspunde la p. ¢) prin
Definitia 3 (Definitia axiomatica a probabilitatii). Yom numi
probabilitate definitd pe campul de eveneminte aleatoare ( Q, &) orice
aplicatie P: $—R care verifica urmatoarele axiome
Al. P(4)>0 pentru orice eveniment 4 din §;
A2. P(Q)=I,
A3. P(4; +A,+..+ A,+..)=P(A; )+P(4;)+...+P(4,)+... pentru orice
sir de evenimente A4, ,A,,..., 4,,...din &, disjuncte doud cate doua, aici
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,+” semnificand operatia de reuniune a multimilor, atunci cand acestea
sunt disjuncte, doua cate doua.

Pentru orice eveniment aleator 4, numarul P(4) se numeste
probabilitatea evenimentului A . Tripletul (Q,& P) se numeste camp
de probabilitate.

Din aceasta definitie deducem urmatoarea

Teorema (Proprietdtile probabilitdtii) . Orice probabilitate P
definitd pe campul de eveneminte aleatoare (Q, § ) poseda
urmadtoarele proprietati:

a) 0<P(A)< 1 pentru orice eveniment A din §,

b) P(4) =1-P(4) ( P(4)=1-P(4)) 1)
pentru orice eveniment A din §;

¢) Probabilitatea evenimentului imposibil este egala cu zero;

d) (Formula adunarii probabilititilor). Daca A, , A, ,..., A, sunt
evenimente aleatoare legate de acest camp &, atunci

P(UILA )= PA)—- D PANA )+ 2
I<i<j<n

D P, 0 A 0 A )+ e+ (S0 P() T 4))

1<i< j<k<n

e) Daca A si B sunt evenimentele din § si A implica B, adicd
A < B, atunci P(4)<P(B).

2.2. Calculul probabilitatilor clasice
Pentru inceput vom formula definitia clasica a probabilitatii in
varianta ei moderna.
Definitia clasica a probabilitatii. VVom spune ca avem de a face
cu o probabilitate clasica P daca

a) Spatiul de evenimente elementare QO contine un numar finit de
evenimente elementare;

b) Familia de evenimente aleatoare & este reprezentata de toate
submultimile posibile ale lui €;
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¢) P este o0 aplicatie definita pe & cu valori in multimea numerelor

reale calculate conform formulei
card A
Pl4) = card Q' 3)
unde card A Tnseamnd numarul de elemente ale submul{imii
respective 4 din Q. P(A4), reprezentand un numar, se numeste
probabilitatea evenimentului A, iar tripletul (QQ,& P) - cimp de
probabilitate clasica.

Se observd ca probabilitatea clasica este un caz particular a
probabilitdtii definite axiomatic. In plus, observam ca din aceasta
definitie rezulta ca toate evenimentele elementare sunt echiprobabile
si egale cu I/card2. Or, semnele dupa care aflam daca putem aplica
definitia clasica sunt cele care atesta echiprobabilitatea evenimentelor
elementare, cum ar fi sintagmele ,, extragere la intamplare”, ,,moneda
perfecta” sau ,,simetrica”, zar ,,perfect” sau ,,simetric”, etc.

Exemplul 1. S& se calculeze probabilitatea cd la aruncarea unui
zar perfect, de doua ori succesiv, suma numerelor de puncte aparute
va fi egald cu 5 (evenimentul aleator 4).

Rezolvare. Spatiul de evenimente elementare Q = {(i,/): 1 <i,j <
6}. Favorabile evenimentului 4 sunt evenimentele elementare 4 =
{(1,4),(2,3),(3,2), (4,1)}. Cumcard A = 4 si card Q = 36, avem
In[1]:=N[4/36]

Out[1]=0,111111.

Exemplul 2. O urna contine 60 de bile albe si 40 de bile negre.
1) Sa se calculeze probabilitatea cd o bild extrasa la Tntamplare va fi
alba (evenimentul A4). 2) Sa se calculeze probabilitatea ca
doudsprezece bile extrase farad intoarcere vor fi albe (evenimentul B).

Rezolvare. 1) Printre cele 100 de bile din urna 60 sunt albe. Deci
card Q = 100 si card 4 = 60. Prin urmare valoarea exacta P(4) =
60/100 = 0,6.

2) Deoarece 12 bile din 100 pot fi extrase in C 11020 moduri, iar 12
bile din cele 60 existente pot fi extrase In Céé moduri, conform
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definitiei clasice a probabilitatii si formula de calcul al numarului de
combindri din » elemente luate céte m:
n!
m

N T C ) (4)

avem:
60! 100 !

In[2]:=N["121y = (481) ' (121) * (881) |
Out[2]]=0.00133219
Am abtinut rezultatul P(8)=0,00133219

2.3. Probabilitate discreta

Avria de aplicabilitate a probabilitatii clasice este, cum o arata si
urmatoarele exemple, limitata.

Exemplul 1. Consideram aruncarea o singura data a unui zar, a
carui centru de greutate este deplasat astfel incat probabilitatile
aparitiei fetelor 1,2,3,4,5,6 se raporteaza ca 1:2:3:4:5:6. Sa se afle
probabilitatea aparitiei unui numa par de puncte.

Din acest exemplu se vede ca formula probabilitatii clasice este
inaplicabila deoarece rezultatele posibile nu sunt echiprobabile,
chiar daca multimea lor (spatiul de evenimente elementare) este
finita.

Un alt motiv pentru care formula probabilitétii clasice poate fi
imposibil de aplicat este faptul ca multimea de rezultate posibile intr-
un experiment este infinita, fie si numerabild (cazul discret).

Exemplul 2. Considerdm experimentul aleator ce consta in
aruncarea unei monede ,,perfecte” pana la inregistrarea prima data a
~otemei”. Ne intereseaza, de exemplu, probabilitatea ca experimentul
se va termina in urma a cel mult zece aruncari. Exemplul 4 din p.2.1.
arata ca acestui experiment ii corespunde un spatiu de evenimente
elementare infinita, numarabila ca multime, ceea ce face imposibila
aplicatia formulei probabilitatii clasice.
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.....

1-2, se foloseste notiunea de probabilitate discreta sau de camp de
probabilitate discreta.

Definitia probabilititii discrete. VVom spune ca avem de a face
cu o probabilitate discreta P daca

a) Spatiul de evenimente elementare Q reprezinta o multime finita
sau infinita, cel mult, numerabila, adica Q={w,;, w,, w;,..., ®,, ...};

b) Familia de evenimente aleatoare & este reprezentata de toate
submultimile posibile ale lui €;

¢) P este o aplicatie definita pe & cu valori in multimea
numerelor reale calculate conform formulei:

P(A)=suma probabilitatilor pentru fiecare eveniment elementar ce
favorizeaza evenimentul A= ZP{a)i} , unde P verifica urmatoarele 2
w; w;eA

axiome:

Al. P{w; }=0, pentru orice i=1;

A2. PQ)= > P{w}=1,

w; w;€Q

P(4), reprezentdind un numar, Se numeste probabilitatea
evenimentului A, iar tripletul (Q,& P) - cimp de probabilitate
discreta.

Exemplul 1 (continuare). Observam ca in acest exemplu sunt
intrunite toate conditiile aplicabilitatii definitiei probabilitatii discrete:

1. O={w; w; ;.. ows={1.2,...,6}, adica spatiul de

evenimente elementare este o multime finita;

2. Familia de evenimente aleatoare & este reprezentata de
toate submultimile posibile ale lui Q, iar in ea regasim si
evenimentul nostru A={va apare un numar par de
puncte}={2,4,6}.

3. Tinand cont de cum se raporteaza probabilitatile P{:},
deducem ca P{i}=i/21. i=1,2,...,6, ceea ce insemna ca
sunt verificate axiomele 47 si A2 de mai sus.
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In concluzie P(4)=2/21+4/21+6/21=12/21. Or, spre deosebire de
cazul clasic (zarul nefind ,,perfect”) P(4)=12/21>1/2.
Exemplul 2 (continuare). Observam ca si in acest exemplu sunt
intrunite toate conditiile aplicabilitatii definitiei probabilitatii discrete:
1. O~{w, w,; w;,..., o,..}={S, BS,BBS,BBBS,...} , adica
spatial de evenimente elementare este o multime infinita
numarabila;
2. Familia de evenimente aleatoare & este reprezentata de

toate submultimile posibile ale lui Q, iar in ea regasim si
evenimentul nostru A={experimentul se va termina in urma a
cel mult 10 aruncari)={w;, w; ws,..., W9, }=
={S, BS,BBS,BBBS,.... BBBBBBBBBS}.
3. Deoarece experimentul vizeaza aruncarea unei monede
Jperfecte” putem afirma ca P{w,}=1/2, pentru orice
i=1,2,...,n,... . Intr-adevar evenimentul elementar w;
reprezinta unul din cele 2 evenimente elementare in
experimentul cu aruncarea unei monede ,,perfecte” de i ori.
Cum acestea sunt echiprobabile, rezultd ca si w, are aceeasi
probabilitate 1/2'. Or, axioma A1 este valabild. Este valabila
si axioma A2 , deoarece 1/2+1/2° +1/2°+...=(1/2)/(1-1/2)=1.
In concluzie,
P(A)= 1/2+1/2°+...+1/2"= (1/2)[1-(1/2)"°] /(1-1/2)=1-(1/2)"".

2.4. Probabilitate geometrica.

In practica se intalnesc situatii cand modelul probabilist al
experimentului aleator are de a face cu evenimente elementare
echiprobabile, dar pentru care spatiul de evenimente elementare este o
multime infinita nenumarabila (caz continuu). Drept exemplu putem
lua urmatorul experimentul imaginar, care in orice limbaj de
programare evoluat (C++, Java, etc.) poate fi reprodus, folosind
generatorul de numere (pseudo)aleatoare realizat de functia
RANDOM .

Exemplu (aruncarea unui punct la intamplare pe segmentul

[0,1)).
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Consideram experimentul aleatoriu ce consta in aruncarea la
intamplare a unui punct pe segmentul [0,1]. Data fiind sintagma ,,la
intamplare ”, rezultatele posibile w in acest experiment, fiind numere
reale din [0,1], sunt echiprobabile, dar definitia clasica este
inaplicabila, deoarece spatiul de evenimente elementare Q=[0,1] este
o multime infinita nenumarabila. Pentru astfel de cazuri putem apela
la

Definitia probablitatii geometrice. VVom spune ca avem de a
face cu o probabilitate geometrica P daca

a) Spatiul de evenimente elementare Q reprezintd o multime
infinita nenumarabila din R" pentru care mesQ < +oc, unde
mes reprezinta lungimea in R' | aria in R? sa volumul in R" pentru
n=3;

b) Familia de evenimente aleatoare & este reprezentata de toate
submultimile masurabile 4 ale lui Q, adica pentru care mesA4 poate fi
definitg;

¢) P este o aplicatie definita pe & cu valori in multimea
numerelor reale calculate conform formulei:

P(4)=mesA | mesQ.

Astfel, in exemplul invocat, aplicdnd definitia probabilitatii
geometrice aflam ca probabilitatea ca un punct aruncat la intamplare
pe [0,1] wva nimeri in punctul x este egala cu
P{x}=mes{x}Imes([0,1])=0/1=0, pentru orice x din [0,1]. Daca ne
intereseaza, de exemplu, probabilitatea ca un punct aruncat la
intamplare pe [0,1] va nimeri in prima jumatate a acestui interval este
egala cu P([0,0.5])= mes([0,0.5]) / mes([0,1])=0.5/1=0.5. Dealtfel,
observam ca P([0,0.5]1= P([0,0.5))= P([0.51]). In genere,
probabilitatea ca un punct aruncat la intamplare pe [0,1] va nimeri
intr-un interval (@,b) din [0,1] coincide cu lungimea acestui interval.

2.5. Probabilitati conditionate. Formula inmultirii
probabilitatilor. Independenta evenimentelor aleatoare.
Fie 4 si B doua evenimente aleatoare legate de acelasi camp de
probabilitate (QQ,&; P), unde P(B)>0. Atunci putem da
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Definitia 1. Se numeste probabilitate a evenimentului A
conditionatd de evenimentul B marimea notatd cu P(4/B) si calculata
dupa formula

P B)=LACE) 5)
P(B)
Din (5) rezultd formula inmultirii probabilitdtilor pentru doud
evenimente aleatoare:
P(AN B)=P(A)P(B|4) (6)

Avre loc urmatoarea

Teorema (Formula inmultirii probabilitatilor in caz general).

Daca (Q, F, P) este un camp de probabilitate si A;, A, ,..., A, sunt
evenimente aleatoare legate de acest camp cu proprietatea

PANA4,N..nA4,,)>0,
atunci
PANA,N..NA4, )= @)
P4, )P(A, | A )P(A; | AN A, )..PA |AN..0NA4 )

Definitia 2.\VVom spune ca doua evenimente aleatoare A si B, legate

de acelasi cAmp de probabilitate (Q,&; P), sunt independente dacé
P(A N B)= P(4)P(B)

Definitia 3.\VVom spune ca evenimentele aleatoare A; , A, ,..., A, ,
legate de acelasi cAmp de probabilitate (QQ, F, P), sunt independente
doud cdte doud daca P4 N A_;)= P(4, )P(Aj) pentru orice i
diferit dej, i,j=1,2,...,n.

Definitia 4. VVom spune ca evenimentele aleatoare A;, A, ,..., A,,

legate de acelasi cAmp de probabilitate (QQ, F, P), sunt independente
(in totalitate) daca

P4i, N Ai, ... A4i, )= P(Ai, )P(4i,)...P(Ai,)
pentru orice set de indici diferiti {i;, iy ,...,ix} din multimea de indici
{1,2,...,n}, k=2,3,..,n.

Observatia 1. Din definitiile respective, deducem ca,
independenta (in totalitate) atrage dupa sine si independenta a doud
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cate doud evenimente. Afirmatia inversd, insd, nu are loc. Drept
(contra)exemplu putem lua experimentul aleator ce constd in
aruncarea unui tetraedru ,,perfect”, cu cele 4 fete vopsite astfel: fata 1
vopsita in albastru, fata 2-in galben, fata 3-in rosu si fata 4-in albastru,
galben si rosu. Se verifica cu usurinta ca evenimentele A={va apare
culoarea albastra}, G={va apare culoarea galbena}, R={va apare
culoarea rosie} sunt independente 2 cate 2, dar nu si in totalitate.

Observatia 2. Tn cazul cand evenimentele aleatoare 41, 45, ..., 4,
sunt independente, atunci formula inmultirii probabilitatilor are forma

P(A4, n A, n..nA,)= P(A,)P(A,)P(4,)..P(4,) . 8)

Propozitie (Formula lui Poisson). Daca evenimentele Ay, sunt
independente (in totalitate) si probabilitatile P(Ay)= pi, k=1,2,...,n
sunt cunoscute, atunci probabilitatea

P{se va produce cel putin unul din evenimentele Ay, k=1,2,....n}=
=1-[(1- P(4))(1- P(A)... (I-P(A)]=1-[( I p: )(I-p)... (I-p.)].

Exemplul 3. Un aparat consta din trei elemente care in timpul
functionarii lui se pot deteriora, independent unul de altul. Notdm prin
A; = {elementul i se va deteriora}, i = 1, 2, 3. S& se calculeze
probabilitatea evenimentului 4 = /se va deteriora un singur element },
B = {se va deteriora , cel putin, un element}dacd se stiu
prObablIltétlle p1 = P(Al) = 0,13, P2 = P(Az) = 0,06, p3 = P(Ag) =
0,12.

Rezolvare. Vom exprima evenimentul aleator A prin intermediul
evenimentelor A4,, 4, si As. Evenimentul A se va produce, atunci si
numai atunci cand, se va deteriora primul element iar al doilea — nu si
al treilea — nu, sau se va deteriora al doilea element, iar primul - nu si
al treilea — nu, sau se va deteriora al treilea element, iar primul — nu si
al doilea — nu. Prin urmare, conform definitiilor operatiior asupra
evenimentelor aleatoare, avem:

A= (A, Ay N A) U (A N Ay N Ay) U (A N Ay, N Ay)
Calculdm probabilitatea evenimentului 4 folosind succesiv: formula
de adunare a probabilitatilor pentru evenimente incompatibile
(disjuncte) doua cate doud, formula de Tnmultire a probabilitatilor
evenimentelor independente (in totalitate) si formula de calcul al
probabilitdtii evenimentului opus.
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In[3]:=N[0.13*(1-0.06)*(1-0.12)+(1-0.13)*0.06*(1-0.12)+(1-0.13)
*(1-0.06)*0.12]
Out[3]]=0,251608
Am obtinut P(4)=0,251608.
Prin analogie, folosind Formula lui Poisson, calculam P(B).
Exemplul 4. Presupunem c&, intr-un lot de 100 de piese de acelasi
tip, 7 piese sunt defecte. Extragem la intdmplare fara intoarcere 5
piese. Daca toate piesele sunt fara defecte, atunci lotul este acceptat.
In caz contrar este refuzat. Sa se calculeze probabilitatea
evenimentului 4 = flotul va fi acceptat /.
Rezolvare. Notdm: A; = /piesa cu numarul de ordine de extragere
ivafifara defecte}, i = 1, 2, 3, 4, 5. Are loc egalitatea
A=A NA, "NA; N A, N Ag,
Conform formulei (7) avem
P(A)=P(A))P(A, | A))P(A3 | 4y N Ay)P(A, | Ay N Ay N A3) x
x P(ds | 4y Ay N Ay M A4y)
Aplicam Sistemul Mathematica.
93 ,92,91 90,89

[4]:=Nl350 " 99 o8 97 96
Out[4]=0.690304
Obtinem P(A4)=0,690304.

Tn cazul cand produsul calculat anterior contine un numar mare de
factori, atunci scrierea lui necesitd timp relativ indelungat. Daca
factorii pot fi scrisi in forma de o functie de un parametru i, atunci
poate fi utilizatd functia Product[f,{i,iminimax}]. Cum 1Tn acest

exemplu avem
4

P(4

(4)= H 100 —
putem proceda dupé cum urmeaza
In[5]:=Product] ———— {z 0,4}]

100

47



824941
OutlS 1= 1195040
Am obtinut valoarea exactd a probabilitatii evenimentului 4. Ne vom
convinge ca o valoare aproximativa a expresiei obtinute coincide cu
cea obtinutd in Out[4]
In[6]:=N[%]
Out[6]=0.690304

2.6. Formula probabilitatii totale. Formula lui Bayes.
Teorema. Daca A si H;, H>, ..., H,,... sunt evenimente aleatoare
legate de acelasi camp de probabilitate (Q,&; P) si satisfac conditiile :
a) evenimentul A implica producerea a cel putin unuia din
evenimentele H;, H,, ..., H,,... ;

b) evenimentele H;, H,, ..., H,... sunt incompatibile doua cdte
doua;

¢) P(H)>0,

atunci au loc formula probabilititii totale
P(4)=P(H,)P(A|H,)+..+P(H,)P(A| H, )+... 9)

si formula lui Bayes
P(H ,)P(A|H ;) - (10)

PH,)P(A|H,)+..+P(H,)P(A|H,)+..

Exemplul 5. La un depozit sunt 1000 de piese de acelasi tip
(identice), fabricate de uzinele nr.1, nr.2 si nr.3, in proportie de 5:3:2.
Se stie cd n,% din piesele fabricate de uzina i sunt cu defecte: n; = 4,
np = 5, nz= 6.
1) Sa se calculeze probabilitatea ca o piesa extrasa la intAmplare va fi
calitativa. 2) Sa se calculeze probabilitatea cd o piesd extrasd la
intdmplare va fi una fabricata de uzina nr.1, dacad se stie cd aceasta
piesa este cu defecte.

Rezolvare. Notdm: A = /piesa luata la intamplare va fi calitativa ).
Tn dependentd de uzind la care a fost fabricatd piesa extrasd pot fi
enuntate ipotezele: H; = /piesa luata a fost fabricata de uzina nr.i}, i
= ], 2, 3. Din conditiile problemei rezulté cd uzina nr.1 a fabricat 500

P(H | 4)=
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de piese din cele existente la depozit, uzina nr.2 - 300 de piese si uzina
nr.3 - 200 de piese. Aplicand definitia clasica a probabilitatii, avem:
P(H,) = 500/1000 =0,5, P(H) = 300/1000 = 0,3, si P(H3) = 200/1000
= 0,2. Cum n% din piesele fabricate de uzina i sunt cu defecte,

rezultd ci (1-»,)% din piese sunt calitative. Deci P(4|H,) = 0,96,
P(A|H,) = 095 si P(A|H,) = 094. Aplicaind formula
probabilitatii totale (8.1.9).

In[7]:=N][ (0.5%0.96 + 0.3%0.95 + 0.20.94]

Out[7]=0.953

Deci, P(4)=0,953.

2) Conform notatiei din punctul 1 avem 4 = {piesa luati la
intamplare este cu defecte}. Cum P (4 |H,) = 0,04, P(4|H,) =
0,05, P(4 | H3) = 0,06, din formula Iui Bayes (8.1.10) avem
P(H,)P(4|H,)

P(H,|A)= _ = _
(H:l4) P(H,)P(A|H,)+ P(H,)P(A|H,)+ P(H,)P(4|H,)

81N 0.5*0.04

n81:=Nl 5% 0.04%0.3%0.05+0.2%0.06 ]

Out[8]=0.425532
Am obtinut P (H, | 4) =0,425532

2.5. Probe Bernoulli (Experimente independente)

Definitie. Experimentul aleator & se numeste proba Bernoulli daca
sunt intrunite urmatoarele conditii:

a) Multimea de rezultate posibile consta numai din doua rezultate,
numite conventional, ,,succes” si “insucces”;

b) Probabilitatea p=P{,, succes ’} este 0 marime ce nu variaza de la
0 proba la alta;

¢) Rezultatele unei probe nu influenteaza rezultatele celorlalte
probe, i.e., probele sunt independente.

Drept exemplu, putem lua aruncarea unei monede sau aruncarea
unui zar, daca ne intereseaza aparitia sau nu, sa zicem, a unui numar
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par. Mai mult ca atét, orice experiment aleator & poate fi privit ca o
proba Bernoulli, deindata ce ne intereseaza doar producerea sau
nu a unui eveniment aleator A legat de acest experiment, cu
conditia ca & sa poata fi repetat independent unul de altul,
practic, in aceleasi conditii. Tn acest caz, experimentele aleatoare &,
&,.., & Se numesc independente daca ele reprezinta repetarea uneia si
aceleasi probe Bernoulli & de n ori. Experimentele independente por
tratate ca o experientd care se repeta de » ori.

2.6. Schema binomiala (sau schema bilei intoarse in cazul
a doua culori posibile). Distributia (repartitia
binomiala.

Fie cd in fiecare din n experimente independente &, &,.. &,
evenimentul 4 poate s& se realizeze cu probabilitatea p: p = P(A).
Atunci probabilitatea ca evenimentul 4 nu se produce este egald cu ¢
= P( 4 )=1-P(4) = 1-p. Atunci are loc urmatoarea

Teorema. Probabilitatea P,(k), ca evenimentul A se va realiza
exact de k ori in n experimente independente (probe Bernoulli) cu
probabiliatatea succesului p in fiecare proba, poate fi calculata dupa
formula

P)=Cip'q"" k=0 1..n (1)

Formula (11) se numeste distributie (repartitie) Binomiala, iar in
cazul n=1 se numeste distributie Bernoulli.

Exemplu (Schema bilei intoarse in cazul a doud culori).
Presupunem ca avem o urna cu M bile albe si N bile negre. Atunci,
folosind definitia clasica a probabilitatii, putem arata ca probabilitatea
Py (k) cd din M+N bile, extrdgand la tntdmplare » bile cu intoarcere
(repetare), vor fi extrase exact « bile albe, se calculeaza dupd formula

Pn(k)=CEH M I(M + N)I'L-M I(M +N)"™", k=0,1,...n
Observam ca aceasta coincide cu distributia Binomiala (11). Dealtfel,
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schema bilei intoarse inseamna cé bilele se extrag din urnna una cate
una si fiecare bild extrasa, este, dupa observarea culorii ei, intoarsa
din nou Tn urna.

Exemplul 6. Consideram aruncarea unei monede “perfecte” de 100
de ori. Sa se calculeze, cu aproximatie, probabilitatea ca “Stema” va
apare exact de 47 ori.

Rezolvare. Fie evenimentul 4 = {va apare “Stema”}. Avem: p =
P(4) = 1/2 si g = 1-p = 1/2. Conform formulei Binomiale (11), pentru
n =100, k=47, p =1/2 si g = 1/2, avem ca

Pyy (47) = Cig (1/2) (1/2)™ .
Calculul acestei valori prin metode obisnuite este posibil, dar prezinta
dificultdti. Apeland la Sistemul Mathematica avem :
100 ! 47 53
In[g]:=m(o.5) (0.5)
Out[9]=0.0665905
Asa dar, Pio(47)=0,0665905.

2.7. Schema (repartitia) multinomiala (polinomiala) sau
schema bilei intoarse in cazul bilelor de mai multe
culori.

Fie ca Tn rezultatul fiecarui din » experimentele independente &, &....,
& pot sa se realizeze evenimentele aleatoare 4;, 4, ..., 4,, care
formeaza un sistem complet de evenimente, i.e., acestea sunt
incompatibile doua céte doua si suma (reuniunea) lor coincide cu
evenimentul sigur. Notam: p;= P(4;), i =1, 2, ..., r. Evident, p; + p, +
... + p,= 1. Atunci are loc urmatoarea

Teorema (Distributia Multinomiala). Probabilitatea
P.(kiks,....k,) ca, in urma a n experimente independente,
evenimentele A; se vor realiza de k; ori fiecare, undei =1, 2, ..., r, n =
ki + k+ ... + k,, poate fi calculata conform formulei

k  k k
P,(kyky,... k) = /pllpzz D, (12)

n!
ky eyl ke,
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Observatie. Formula (12) defineste, asa numita Distributie
Multinomiala, distributie care coincide, evident, in cazul »=2, cu
Distributia Binomiala definitd de formula (11).

Exemplul 7. Presupunem cd fintr-o urnd avem urmatoarea
componenta de bile de trei culori: 5 bile albe, 7 bile negre si 8 bile
albastre. Se extrag succesiv, cu repetare (revenire) 6 bile. Care este
probabilitatea ca printre aceste 6 bile una va fi alba, doua vor fi negre
si trei vor fi albastre?

Rezolvare. Fie evenimentele: 4, = {bila extrasa va fi alba}, A, =
{bila extrasa va fi neagrd} Si Az = {bila extrasd va fi albastra}.
AtunCi:p1= P(Al) = 5/(5+7+8) = 1/4,p2: P(Az) = 7/20, §ip3: P(Ag) =
8/20 = 2/5. Aplicand formula (8.1.12) cun =6, k=1, k=2, i k3= 3,

obtinem
P29 5zmls) (30) (3)

Calculdm aceasta expresie cu ajutorul Sistemului Mathematica.
*(1/4)L*(7/20)% *(2/5)?

6!
In[10]:= (1) * (21) * (3

147
Out[10]= 1250

Am obtinut valoarea exacta Pg(1,2,3)= 1250 °

Dacd vrem sa obtinem o valoare aproximativd sau o valoarea datad
exprimata prin fractii zecimale, atunci

In[11]:=N[%]

Out[11]=0.1176

Am obtinut valoarea Pg(1,2,3) = 0,1176.

2.8. Schema Poisson. Functia generatoare de
probabilitati.
Fie ca n fiecare din experimentele independente &, &,... &,
evenimentul 4 se poate ,produce, respectiv, cu probabilitatile py, ps, ...,
p». Atunci are loc urmatoarea
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Teorema (Schema Poisson). Probabilitatea P,(k) ca, in urma a n
experiente independente descrise mai sus, evenimentul A sa se va

produce de k ori, k = 1, 2, ..., n, coincide cu coeficientul lui X din
expresia
(pn(x):H (q; + pix), (13)
i=1

undeq;=1-p; i=12, .., n
Functia @,(x) din formula (13) se numeste functie generatoare de

probabilitati.

Observatie. Schema Binomiala devine un caz particular al
schemei Poisson si anume, atunci cand py = p.= ... = p, = p. In acest
caz functia generatoare de probabilitati are forma

@a(x) = (gtpx)". (14)

Exemplul 8. Din trei loturi de piese de acelasi tip se extrag la
intdmplare cate o piesd. Se stie ca din piesele primului lot 95% sunt
calitative, din al doilea - 90% si din al treilea - 85%. Sa se calculeze
probabilitatile evenimentelor: B = {toate trei piese vor fi calitative}, C
= {doua piese vor fi calitative si una nu}, D = {o piesa va fi calitativa
si doud nu}, E = {toate trei piese vor fi necalitative}.

Rezolvare. Aplicand formula (13) cu p; = 0,95, p,= 0,9, p3= 0,85,
q1=0,05, .= 0,1, g3= 0,15, n = 3, aflam functia generatoare @3(x) cu
ajutorul Sistemului Mathematica.
In[12]:=Collect[(0.05+0.95x)*(0.1+0.9x)*(0.15+0.85x),x]
Out[12]=0.00075+0.02525x+0.24725x’+0.72675x

De unde gasim c&: P(B) = 0,72675, P(C) = 0,24725, P(D) =
0,02525, P(E) = 0,00075.

2.9. Schema bilei neintoarse in cazul a doua culori
(Repartitia Hipergeometrica)

Fie cd ntr-o urnd sunt » bile dintre care n; sunt albe si n, sunt
negre. Se extrag la intamplare, fard ntoarcere, m bile, m < n. Atunci
are loc urmatoarea

Teoremi (Schema bilei neintoarse in cazul a doud culori). In
schema descrisa mai sus, probabilitatea P,(m;m;), ca printre m bile
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extrase m; vor fi albe si m, negre, m= m;+ m;, se calculeaza conform
formulei
my ~M,
P (m,,m,)=——"2_. (15)
cr

aceasta probabilitate fiind nula daca exista cel putin o valoare i
pentru care m;>n;, i=1,2.

Formula (15) defineste, asa numita, repartitie Hipergeometricad.

Exemplul 9. Presupunem ca intr-un lot de 100 de bilete de loterie
20 de bilete sunt céstigatoare. Sa se calculeze probabilitatea ca din 7
bilete cumparate 2 bilete vor fi cu castig.

Rezolvare. Aplicam formula (15) n care, conform datelor
problemei, n=100, ny = 20, n, =80, my =2, my =5, m = 7. Avem:

C5%Cs
P7 (2,5) — 207 80
100
Calculdm o valoare aproximativa a acestei expresii.
20! 80! 100 !
* ) I( ) |

In[13]:=NIC(21y = (181) (51)* (751)" " (71) * (931)
Out[13]=0.28534
Am obtinut rezultatul P,(2,5)=0,28534.

2.10. Schema bilei neintoarse in caz general
Fie ca avem o urna Tn care sunt » bile, din care »; bile sunt de
culoarea i, i =1, 2, ..., r,n =ny+ ny+ ... + n, Se extrag succesiv fara
revenire m bile, m < n. Atunci are loc urmatoarea

Teorema(Schema bilei neintoarse in caz general) . In schema

descrisd mai sus, probabilitatea Py (M, m 5,....m, ) cq printre bilele
extrase m; vor fi de culoarea i, i =1, 2, ... r,m =m;+my+ ... + m,
se calculeaza conform formulei
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m, ~m, m,
P m,m,,.m. )_ C’ﬁ C”z "'C”r ’ (16)
o
aceasta probabilitate fiind nula daca exista cel putin o valoare i
pentru care m>n; i=I,...,r.

Exemplul 10. Intr-un depozit sunt 200 de piese de acelasi tip, din
care 100 sunt de calitatea intai, 66 de calitatea a doua si 34 de calitatea
a treia. Se iau la intdmplare fara ntoarcere 30 piese. Care este
probabilitatea ca printre ele 17 sa fie de calitatea intéi, 9 de calitatea a
doua si 4 de calitatea a treia?

Rezolvare. Aplicdm formula (8.1.16) cu » = 200, m = 30, n; =
100, n, = 66, n3= 34, my =17, my = 9, mz = 4. Conform Schemei bilei
neintoarse in caz general, avem ca probabilitatea in cauza,

CiooCosCas
30
200
Calculdam o valoare aproximativda a acestei expresii cu ajutorul
Sistemului Mathematica.
In[14]:=N|(
100 ! 66 ! 341 200 !

(171)(831) . (91)(57 1) . (4!)(30!)) 4 (30 1)(170 !)) I

Out[14]=0.0278641
Am obtinut Ps (17,9,4) =0,0278641

Py (17,9,4) =

2.11. Schema (repartitia) geometrica

Consideram experimentul aleator, ce consta in repetarea unei probe
Bernoulli, cu probabilitatea ,,succesului” p in fiecare proba, pana la
prima inregistrare a ,,succesului”. Atunci are loc urmatoarea

Teorema. In schema descrisd mai sus, probabilitatea
P(k)=P{, succesul” se va realiza prima data in proba cu numarul de
ordine k } se calculeaza conform formulei

Pk) =pg", k=1,2,... (17)
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iar probabilitatea P(k)=P{ pana la producerea prima datd a ,,succe-
sului” vor fi inregistrate exact k ,,insuccese”} se calculeaza conform
formulei

P(k) = pq", k=0,1,2,... (17"
unde g = 1.

Observatie. Distributia definita de formula (77) se numeste
geometricd, trunchiata in zero, iar cea definita de formula (17) se
numeste, pur si simplu, geometrica.

Exemplul 11. 1) S& se calculeze probabilitatea aparitiei fetei 4,
pentru prima data, la aruncarea a zecea a unui zar ,,perfect”. 2) Care
este probabilitatea evenimentului aleator B = {la aruncarea unui zar
,perfect”, fata 3 nu va apdarea mai devreme de primele 10 aruncari}?

Rezolvare. 1) Cum p = 1/6 si ¢ = 1-1/6 = 5/6, din formula (8.1.17)
obtinem P(10) = pq° = (1/6)(5/6)°.

In[15]:=N[(1/6)*(5/6)"9]
Out[15]=0.0323011
Am obtinut P(10) = 0,0323011

2) Evenimentul B poate fi definit si astfel: B = {numarul 4 va
aparea pentru prima datd la aruncarea a unsprezecea, Ssau a
doudsprezecea, sau a treisprezecea, ...}. Deci
P(B) = P(11) + P(12) + P(13) + ... =2, , ., (1 /6)(5/6)"

Calculdm aceasta suma cu ajutorul Sistemului Mathematica.
In[16]:=Sum][(1/6)*(5/6)" (k—1),{k,11,00}]

9765625
Outl161=50a66176
Am obtinut valoarea exactd a probabilitatii lui B. Obtinem o valoare
exprimata prin fractii zecimale.
In[17]:=N[%]
Out[17]=0.161506
Aceeasi valoare poate fi obtinutd si Th modul ce urmeaza.
In[18]:=NSum|(1/6)*(5/6)" (k—1),{k,11,0}]
Out[18]=0.161506.
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2.12. Teoreme Limita privind calculul valorilor
aproximative ale probabilitatii din schema Binomiala

Pentru n si m relativ mari calculul probabilitatii conform
distributiei Binomiale prezintda mari dificultati, daca nu se aplicd
Sistemul Mathematica. In acest caz se folosesc formule de calcul ale
unor valori aproximative ale acestei probabilitati. Una din acestei
formule rezulta din

Teorema Limita Locald Moivre-Laplace. Pentru valori intregi
ale lui n, suficient de mari, are loc urmatoarea formula de aproximare

P)=C,ptq"t 1 2ANnpg 18)
\ 2mnpq ’

unde 0 < p < 1, iar P,(k) este probabilitatea ca evenimentul aleator A
cu P(4) = p, g = I-p, sa va realiza exact de k ori in urma a n probe
Bernoulli cu probabilitatea ,, succesului” p in fiecare proba.

Tn cazul cand probabilitatea p este aproape de 0 sau q este aproape
de 1, atunci 0 mai bund aproximatie ne-o ofera

Teorema Limita Poisson. Daca np tinde la un numar a>0, cand n
tinde la +o iar p (0<p<1I) tinde la 0, atunci

k

a
P (k)= Cfpkqn_k tinde la Fe , adica pentru n suficient de

mare
k

P (k)= e, (19)

luand a = np.

Observatie. Se recomanda ca aceastd formula sa fie aplicatd
atunci, cand npg < 9, iar in celelelte cazuri — formula (18).
Probabilitatile din partea dreapta a formulei (19) definesc, asa numita,
distributie Poisson.

O valoare aproximativa a probabilitatii P,(k; k) ca in urma a n
experimente independente numarul fotal de realizari ale evenimentului
aleator 4 va fi cuprins intre 4, si k, poate fi calculatd, aplicand
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Teorema Limita Centralia (forma Moivre-Laplace). Daca n tinde

k,—n k—n
la +oo, atunci P,(k; k;) tinde la @[ : pJ_@[ - p}
Nnpq Jnpq

adica pentru n suficient de mare

Py~ 2 | g B (20)
Jnpgq Jnpq

unde @(x) este functia Laplace care se defineste prin egalitatea

D(x) = 124, 21)

1 fe
Jor 2,
Formula (20) rezulta di teorema integrald Moivre-Laplace.

Avand la dispozitie Sistemul Mathematica, in multe cazuri putem
aplica formula exacta de calcul, dar si formulele (18) — (21). Prin
urmare, putem cerceta si compara erorile care se obtin la aplicarea lor.

Exemplul 12. Presupunem ca probabilitatea cd o piesa, fabricata
de 0 uzina, va avea defecte este egald cu p = 0,01. 1) Sa se calculeze
probabilitatea c& din 10000 de piese luate la intdmplare 90 vor fi cu
defect, folosind: a) distributia Binomiald (11); b) formula locald
Moivre-Laplace (18); c)formula Poisson (19). 2)Care este
probabilitatea ca numarul de piese cu defect sa fie cuprins ntre 95 si
105?

Rezolvare. 1) a) Valoarea exacta a probabilitatii cautate este data
de formula Binomiala:

PlOOOO (90) = Clgooooo (0101)90 (0:99)9910 .
Folosim Sistemul Mathematica
10000 !

In[19]:=NI[="901)(10000 — 90)!
Out[19]=0.0250257

Am obtinut rezultatul Pio000 (90) ~ 0,0250257.
b) Conform formulei (8.1.18) avem

(001)90 (099 )10000 -90 ]
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_1f 90-10000 0.01 \*
1 2| /10000 -0.01.0.99

Pioo00 (90) ~

~/27-10000 -0.01-0.99

Pentru calculul valorii acestei expresii folosim Sistemul Matematica.
In[20]:=

N

_ *
[ 1 B [_( 90 - 10000 * 0.01 ]"2/2]]
v/2* ©*10000 *0.01*0.99 /10000 *0.01 * 0.99

Out[20]=0.0241965

Am obtinut rezultatul w0 (90 ) ~ 0.0241965.

c) Calculdm probabilitatea ceruta cu ajutorul formulei (19). Avem
(10000 -0,01)* so000 0,01

Py (90) = 901

Folosim Sistemul Mathematica.
(10000 *0,01)%
90!

Out[21]=0.0250389

Am obtinut rezultatul Pioooo (90 ) = 0.0250389.
2) Conform formulelor (8.1.20) si (8.1.21) avem

105 —10000 *0.01*0,99
/10000 *0.01*0.99

2
e—t lzdt .

In[21]:=N Exp [-10000 *0.01]]

Proo (95 < k <105 ) ~ —

2n 95-10000 *0.1
4/10000 *0.01*0.99
Pentru calculul acestei integrale folosim Sistemul Mathematica.

95 — 10000 * 0.01
Exp[-t%12]
At /10000 *0.01 * 0.99

1
In[22]:=NIntegrate[ ﬁ
105 -10000 *0.01

' /10000 * 0.01 * 0.99 3
Out[22]=0.384697
Am obtinut rezultatul P00 (95 < & <105) ~ 0 384697
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2.13.Exercitii pentru lucrul individual
1. Se aruncd un zar de doua ori. S& se calculeze probabilitatile
evenimentelor aleatoare: 1) A = {suma numerelor apdrute nu va
intrece m}, 2) B = {suma numerelor aparute va fi egald cu r}, 3) G =
{produsul numerelor apdrute va fi mai mare ca n}. Valorile
parametrilor m, n Si r sunt date pe variante.

D)m=4, n=14, r=5; 2) m=5, n=13, r=4; 3) m=6, n=12 , r=3;
4) m=7,n=11,r=6; 5)m=8,n=10,r=4; 6)m=4, n=13, r=5;
7) m=5,n=12 ,r=6; 8) m=6,n=11,r=3; 9)m=7,n=10, r=5;

10) m=8, n=14 , r=6; 11) m=4, n=12 , r=4; 12) m=5, n=11, r=3;
13) m=6, n=10, r=6; 14) m=7, n=14 , r=4; 15) m=8, n=13 , r=3;
16) m=4, n=12 , r=5; 17) m=5, n=11, r=4; 18) m=6, n=10 , r=3;
19) m=7, n=14 , r=5; 20) m=8, n=13, r=6; 21) m=4, n=11, r=3;
22) m=5, n=10 , r=5; 23) m=6, n=14 , r=6; 24) m=7, n=13 , r=4;
25) m=8, n=12 , r=5; 26) m=4, n=10, r=6; 27) m=5, n=11, r=4;
28) m=6, n=12 , r=3; 29) m=7, n=13 , r=6; 30) m=8, n=14 , r=4.

2. Intr-un lot care contine » piese de acelasi tip sunt 8 piese cu
careva defect. Se extrag fard revenire 6 piese. Daca toate piesele
extrase sunt calitative, atunci lotul este acceptat, iar in caz contrar este
refuzat. Sa se calculeze probabilitatea evenimentului 4 = {lotul va fi
acceptat}. Parametrul n este egal cu 100 plus numarul variantei.

3. Un aparat consta din trei elemente care in timpul functionarii lui
pot sa se deterioreze independent unul de altul. Notdm: 4; =
{elementul i se va deteriora}, i = 1, 2, 3. Se cunosc probabilitatile
acestor evenimente: p; = P(41), p» = P(4,), ps = P(43), valorile cdrora
sunt date pe variante dup@ enuntul exercitiului. Sa se calculeze
probabilitatile evenimentelor: 4 = {nu se va deteriora nici un
element}, B = {se va deteriora un singur element}, C = {se vor
deteriora exact doua elemente}, D = {se vor deteriora toate
elementele}, E = {primul element nu se va deteriora}.
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1) p1:O,9, p220,8,p320,7; 2) p1:O,7,p2:O,8,p3:O,7;
3) p1:O,6,p2:O,8,p3:O,7; 4) p1=0,5,p2=0,8,p3=0,7;
5) p1:O,4,p2:O,8,p3:O,7; 6) p120,9,p220,8,p320,6;
7) p1:O,7,p2:O,8,p3:O,6; 8) p1=0,5,p2=0,8,p3=0,6;
9) p1:O,4,p2:O,8, p3:O,6; 10) p1:O,4,p2:O,6, p3:O,5;
11) p1=0,7, p,=0,6, ps=0,5;  12) p1=0,8, p,=0,6, p3=0,5;
13) p1=0,9, p,=0,6, ps=0,5;  14) p1=0,5, p,=0,8, ps=0,4;
15) p1=0,6, p,=0,8, ps=0,4;  16) p1=0,7, p.=0,8, ps=0,4;
17) p1=0,9, p,=0,8, ps=0,4;  18) p1=0,4, p,=0,8, p3=0,5;
19) p1=0,6, p,=0,7, ps=0,5;  20) p1=0,8, p,=0,7, ps=0,5;
21) p1=0,7, p»=0,8, ps=0,9;  22) p,=0,7, p,=0,8, ps=0,3;
23) p1=0,7, p,=0,8, ps=0,6;  24) p,=0,7, p,=0,6, ps=0,5;
25) p1=0,7, p,=0,8, ps=0,4;  26) p,=0,6, p,=0,8, ps=0,9;
27) p1=0,6, p,=0,7, ps=0,8;  28) p,=0,6, p,=0,8, ps=0,5;
29) p1=0,6, p»,=0,8, p3=0,4; 30) p1=0,5, p,=0,6, p3s=0,4.
4.Un magazin primeste pentru vanzare articole cu exterioare
identice fabricate la trei uzine in proportie de: n,% de la uzina nr.1,
n% de la uzina nr.2 si n3% de la uzina nr.3. Procentele de articole
defectate sunt: m; pentru uzina nr.1, m, pentru uzina nr.2 si ms pentru
uzina nr.3. Valorile parametrilor se contin, pe variante, dupa enuntul
exercitiului. 1) Care este probabilitatea ca un articol cumpadrat s fie
calitativ? 2) Un articol luat la Tntdmplare este defectat. Care este
probabilitatea ca acest articol a fost fabricat la uzina nr.x.
1) 7l1:20, 7l2:30, 7l3:50, I’I’l1:5, I’I’l2:3, m3=2, k:].,
2) n1:10, 7l2:40, 7l3:50, m1=3, I’I’l2:2, I’I’l3:5; k:2,
3) 7l1:30, 7l2:20, 7l3:50, I’I’l1:4, I’I’lzzl, I’I’l3:5; k:3,
4) 7l1:40, n2:10, 7l3:50, m1=1, I’I’l2:5, I’I’l3:4; k:].,
5) n1:10, 7l2:50, 7l3:40, m1=2, I’I’l2:4, I’I’l3:4; k:2,
6) 7l1:20, 7l2:40, 7l3:40, m1=3, I’I’l2:3, I’I’l3:4; k:3,
7) 7l1:30, 7l2:30, 7l3:40, I’I’l1:4, I’I’l2:2, I’I’l3:4; k:].,
8) 7l1:40, 7l2:20, 7l3:40, I’I’l1:5, I’I’lzzl, I’I’l3:4; k:2,
9) 7l1:50, n2:10, 7l3:40, m1=1, I’I’l2:6, I’I’l3:3; k:3,
10) n1:10, 7l2:60, 7l3:30, m1=2, I’I’l2:5, I’I’l3:3; k:].,
11) 7l1:20, 7l2:50, 7l3:30, m1=3, I’I’l2:4, I’I’l3:3; k:2,
12) 7l1:30, 7l2:40, 7l3:30, I’I’l1:4, I’I’l2:3, I’I’l3:3; k:3,
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13) 7l1:40, 7l2:30, 7l3:30, I’I’l1:5, I’I’l2:2, I’I’l3:3; k:].,
14) 7l1:50, 7l2:20, 7l3:30, I’I’l1:6, I’I’lzzl, I’I’l3:3; k:2,
15) 7l1:60, n2:10, 7l3:30, m1=1, I’I’l2:7, I’I’l3:2; k:3,
16) n1:10, 7l2:70, 7l3:20, m1=2, I’I’l2:6, I’I’l3:2; k:].,
17) 7l1:20, 7l2:60, 7l3:20, m1=3, I’I’l2:5, I’I’l3:2; k:2,
18) 7l1:30, 7l2:50, 7l3:20, I’I’l1:4, I’I’l2:4, I’I’l3:2; k:3,
19) 7l1:40, 7l2:40, 7l3:20, I’I’l1:5, I’I’l2:3, I’I’l3:2; k:].,
20) 7l1:50, 7l2:30, 7l3:20, I’I’l1:6, I’I’l2:2, I’I’l3:2; k:2,
21) n1:10, 7l2:40, 7l3:50, I’I’l1:7, I’I’l2:5, I’I’l3:4; k:3,
22) 7l1:20, 7l2:60, 7l3:20, I’I’l1:6, I’I’l2:3, I’I’l3:7; k:].,
23) 7l1:30, 7l2:20, 7l3:50, I’I’l1:4, I’I’l2:5, I’I’l3:6; k:2,
24) 7l1:40, 7l2:20, 7l3:40, I’I’l1:5, I’I’l2:7, I’I’l3:6; k:3,
25) 7l1:40, 7l2:30, 7l3:30, I’I’l1:5, I’I’l2:4, I’I’l3:6; k:].,
26) 7l1:40, n2:10, 7l3:50, m1=3, I’I’l2:8, I’I’l3:4; k:2,
27) 7l1:50, 7l2:30, 7l3:20, m1=3, I’I’l2:4, I’I’l3:5; k:3,
28) 7l1:20, 7l2:50, 7l3:30, I’I’l1:5, I’I’l2:6, I’I’l3:4; k:].,
29) 7l1:30, 7l2:20, 7l3:50, I’I’l1:7, I’I’l2:5, I’I’l3:6; k:2,
30) 7l1:40, 7l2:50, 7l3:10, I’I’l1:5, I’I’l2:6, I’I’l3:8, k=3.

5. O moneda se aruncad de n ori. S& se calculeze probabilitatile
evenimentelor: A = {stema va apare de k ori}, B = {stema va apare nu
mai mult de 2 ori}, C = {stema nu va apare niciodata}. Numarul n
este egal cu 25 plus numarul variantei, iar k este egal cu 10 plus
numarul variantei.

6. Probabilitatea ca un aparat electric sa se defecteze in perioada de
garantie este p=0,12. S& se calculeze probabilitatea ca din 1000
aparate cumpdrate, in perioada de garantie, se vor defecta exact m
aparate. Numarul m coincide cu numarul variantei adunat cu 100.

7. Intr-o urnd sunt » bile de trei culori: n; bile albe, n, bile negre si
n3 bile albastre. Se extrag succesiv cu revenire m bile. Sa se calculeze
probabilitatile evenimentelor: 4 = {toate bilele extrase vor fi albe}, B
= {my bile vor fi albe, m, vor fi negre si m; vor fi albastre}, C = {m;
bile vor fi albe iar restul vor fi de alte culori}.

1) n=15, m=4 n,=5, n3=6, m=10, m1=2, my=3, ms=5;
2) n=15, n1=3, n,=6, n3=6, m=10, my= 2, my=4, mz=4,
3) n=15, ny=5, ny=4, nz=6, m=10, m;=3, m,=2, mz=5
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4) n=15, n,=6, n,=5, nz=4, m=10, my=5, m,=3, m3=2,;
5) n=15, n1=4, n,=6, n3=5, m=10, m;=2, my=4, mz=4;
6) n=15, n1=3, n,=5, nz=7, m=9, m=1, my=3, mz=5;
7) n=15, n1=5, ny=6, nz=4, m=9, my=2, my=5, mz=2,;
8) l’l:15, 7’l1:6, }’l2:4, }’l3:5, m=9, m1=3, I’I’l2:2, I’I’l3:4;
9) n=15, n1=7, ny=4, nz=4, m=9, m;=5, my=3, mz=1,
10) n=15, n1=7, n,=3, n3=5, m=9, m;=4, my=2, mz=3;
11) n=18, n1=4, n,=6, n3=8, m=10, m1=2, m,=3, ms=5;
12) n=18, n;=5, n,=5, n3=8, m=10, m1=4, m,=1, ms=5;
13) n=18, n;=4, n,=8, n3=6, m=10, m1=2, m,=4, mz=4;
14) n=18, n,=5, n,=8, n3=5, m=10, m;=3, m,=5, mz=2;
15) n=18, n,=5, n,=6, nz=7, m=10, m;=3, my=4, mz=3;
16) n=16, n1=5, n,=7, n3=6, m=9, m;=3, my=3, m3=3;
17) n=18, n1=6, n,=5, n3=7, m=9, m;=3, my=2, mz=4,
18) n=18, n1=6, n,=7, n3=5, m=9, m;=4, my=4, mz=1,
19) n=18, n,=6, n,=8, nz=4, m=9, m;=4, my=3, mz=2,
20) n=18, n1=6, n,=4, n3=8, m=9, m;=3, m,=2, mz=5;
21) n=16, n1=5, n,=5, n3=6, m=8, m1=2, m,=3, mz=3;
22) n=16, n;=5, n,=6, n3=5, m=8, m;=3, m,=2, mz=3;
23) n=16, n1=5, n,=7, nz=4, m=8, m;=3, my=4, mz=1,
24) n=16, n1=5, n,=4, nz=7, m=8, m;=3, my=2, mz=3;
25) n=16, n1=6, n,=5, n3=5, m=8, my=4, m,=3, mz=1,
26) n=16, n1=6, ny;=4, n3=6, m=9, m1=3, m,=3, mz=3,;
27) n=16, n1=6, n,=6, nz=4, m=9, m;=2, my=4, mz=2;
28) n=16, n1=7, n,=4, n3=5, m=9, my=4, m,=2, mz=3;
29) n=16, n1=7, ny=5, nz=4, m=9, m1=5, m,=2, ms=2,
30) n=16, n1=4, n,=5, nz=7, m=9, my=2, m,=3, mz=4.

8. S& se calculeze probabilitatile evenimentelor 4, B si C din
exercitiul 7 cu conditia ca bilele extrasa nu revine in urna.

9. 1) Care este probabilitatea cd numarul 3 va aparea pentru prima
data la a m-a aruncare a zarului? 2) Care este probabilitatea ca la
primele m aruncari ale zarului numarul 3 nu va apérea? Numarul m
este numarul variantei adunat cu 4.

10. Probabilitatea unui eveniment 4 intr-o experienta aleatoare este
p. p = P(4). 1) Sa se calculeze probabilitatea ca in decursul a 1000
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repetari a acestei experiente evenimentul 4 se va realiza de & ori (s& se
foloseascd formula care rezulta din teorema locala Moivre-Laplace si
formula care rezulta din teorema Poisson). 2) S& se calculeze
probabilitatea ca numarul de realizari ale evenimentului 4 sa fie
cuprins intre &; Si k.

1) p=0,008, k=9, k1=5, k,=13, 2) p=0,009, k=10, k1=6, k,=14,

3) p=0,011, k=11, k1=7, k=15,  4) p=0,011 k=9, k1=7, k,=15,

5) p=0,012, k=10, k&1=8, k=16,  6) p=0,008, k=10, k1=7, k,=13,

7) p=0,009, k=11, k1=8, k=14,  8) p=0,01, k=12, k1=9, k=15,

9) p=0,011, k=10, &1=9, k=14,  10) p=0,012, k=11, ky=10, k=15,
11) p=0,008, k=11, k1=6, k=13, 12) p=0,009, k=12, k1=7, k=13,

13) p=0,01, k=13, k1=8, k=15,  14) p=0,011, k=11, k=9, k=14,

15) p=0,012, k=13, k&,=10, k,=15, 16) p=0,008, k=7, k1=5, k=10,

17) p=0,009, k=8, k=6, k=16,  18) p=0,01, k=9, k1=7, k=17,

19) p=0,011, k=10, k1=6, k=17, 20) p=0,012, k=11, k1=8, k=18,

21) p=0,008, k=9, k1=5, k=15,  22) p=0,009, k=10, k1=6, k,=15,

23) p=0,01, k=9, k1=4, k=14, 24) p=0,011, k=10, k=6, k=17,

25) p=0,012, k=11, k1=5, k=14, 26) p=0,008, k=9, k1=5, k,=15,

27) p=0,009, k=8, k1=4, k=14,  28) p=0,01, k=9, k1=7, k=17,

29) p=0,011, k=12, k1=8, k,=18, 30) p=0,012, k=11, k1=6, k,=17.

64



3. Variabile aleatoare

3.1. Introducere

In acest capitol se contine o expunere succintd a rezultatelor din
Teoria probabilitatilor ce se referd la variabile aleatoare, exemple de
probleme rezolvate la aceasta tema, dar si o lista de probleme propuse
spre rezolvare.

Vizavi de Sistemul Mathematica, vom aplica, in afard de functiile
definite anterior, si functiile Condition (notata si cu /;), Clear.
F[x_]:=0/;x<0;F[x_]:=1/;x>0; inseamna ca functiei F(x) i se atrubuie
valoarea 0 cu conditia ca x<0 si valoarea 1 cu conditia c& x>0;
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Clear[F,f,m,...] Tnseamna ca functiile sau parametrii F, f, m,... se
elibereaza (se curatd) de valorile atribuite lor anterior.

In Sistemul Mathematica sunt Tncorporate pachete de programe
specializate in rezolvarea problemelor din diferite domenii ale
Matematicii. Tn acest Capitol se va folosi pachetul
Statistics' NormalDistribution®. Cand lucrdm cu un document in
Sistemul Mathematica, acest pachet poate fi instalat cu ajutorul
instructiunii
<<Statistics'NormalDistribution".

Dacd se doreste trasarea graficului functiei f(x) definite pe
segmentul [a,b] prin intermediul unei linii de grosime standarda,
atunci se poate folosi functia
Plot[f,{x,a,b}]

Atunci, cand se doreste trasarea graficului functiei f{x) definite pe
segmentul [a,b] prin intermediul unei linii de o anumita grosime, se
poate folosi functia
Plot[f,{x,a,b},PlotStyle—>Hue[k]], unde k& este raportul dintre
grosimea dorita a graficului si srosimea standarda.

Cand dorim s& construim, pe un singur desen, graficele mai multor
finctii f,, f,, ... definite pe segmentul [a,b], atunci putem folosi functia
Plot[{f,1>,...,},{X,a,b}].

Dacd vrem sa construim pe un singur desen graficele finctiilor fy,
f,, ... definite pe segmentul [a,b], folosind linii de diferite grosimi si
culori, atunci putem utiliza functia
Plot[{fi,5,,...},{x,a,b},PlotStyle—>{Hue[k, ], Hue[k;],...}].

3.2. Notiune de variabila aleatoare. Functia de
repartitie

3.2.1. Definitia variabilei aleatoare (v.a)
Tn majoritatea cazurilor rezultatele Tnregistrate intr-un experiment
aleator reprezinta niste valori numerice ale unei marimi care depind de
evenimentele elementare Tn acest experiment. Aceasta marime se va
numi variabild aleatoare. Aceasta este, ca atare, o variabild (o functie)

66



care depinde de rezultatul posibil Tntr-un experiment aleator (ce
poseda Proprietatea Regularitattii Statistice), ceea ce inseamna ca
valoarea ei nu poate fi anticipata cu certitudine Tnainte de efectuarea
experimentului. Vom da definitia matematica a variabilei aleatoare.

Definitie. Fie (Q, & P) un camp de probabilitate, atunci vom numi
variabila aleatoare (v.a.) definitd pe acest cdmp orice functie
€ : Q>R care verificd conditia

{ eQ : E(w) <x}e & pentru orice xeR . 1)

Observatie. Daca suntem in cazul discret, i.e., in cazul cand spatiul
de evenimente elementare Q este o multime finitd sau, cel mult, nu-
mérabild, atunci campul (familia) de evenimente aleatoare & coin-
cide cu familia tuturor submultimilor din Q. Prin urmare, in acest caz,
putem numi variabila aleatoare orice functie & : Q—R, deoarece in
caz discret conditia ca { ®eQ : (o) <x}e & pentru orice xeR are
loc automat.

Evenimentul care figureazd in conditia (1) se noteaza, pe scurt,
astfel: {w:&(w) < x}, sau {& < x}, sau (§ < x). Mdrimea &(w) se
numeste valoare a variabilei aleatoare &. Din conditia (1) rezulta ca
pentru orice xeR putem gasi probabilitatea evenimentului aleator
(&<v).

In calitate de exemple de v.a. intalnite in practicd putem lua:
suma de puncte aparute la aruncarea unui zar de doud ori, durata
functionarii unui dispozitiv electronic, numarul de particule alfa emise
de o substanta radioactiva intr-o unitate de timp, cantitatea anualad de
precipitatii atmosferice intr-o anumita regiune, numarul de apeluri
telefonice Tnregistrate pe parcursul a 24 de ore la o statie de ajutor
medical, numarul de accidente auto Tnregistrate pe parcursul unui
anumit interval de timp, etc., etc.

3.2.2. Proprietati ale variabilei aleatoare
a) Dacd & este o variabild aleatoare, atunci pentru orice aeR si
beR sunt sunt evenimente aleatoare si prin urmare sunt definite
probabilitatile lor pentru{&>a}, {£>a},{E=a}, {a<E<b},
{b<& < a}, etc.
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b) Fie (Q, K, P) un cdmp de probabilitate, aeR, &Q—R si
n:Q—R sunt variabile aleatoare. Atunci sunt variabile aleatoare si
functiile: 1) a&; 2) &, k=1, 2,...; 3) &; 4) &+n; 5) &m; 6) 1/ dacd
N(w) # 0, VoeQ; 7) &/m dacd n(o) # 0, VoeQ ; 8) &ta.

Tn genere, daca avem un sir finit de v.a. definite pe unul si acelasi
camp de probabilitate, atunci v.a. va fi si orice functie de aceste
variabile, in caz ca aceasta este functie continua. De exemplu, suma de
v.a., diferenta lor, produsul lor, minimumul sau maximumul de aceste
variabile, etc., vor fi v.a.

3.2.3. Functia de repartitie (distributie) a v.a

Definitie. Fie (Q, &, P) un cdmp de probabilitate si & : Q—R 0
variabila aleatoare. Functia ' : R—R, definitd prin relatia

F(x) = P(§ <x), pentru orice xeR, 2
se numeste functie de repartitie (f.r.) av.a. &.

Teorema (Proprietitile caracteristice ale f.r.)

Daca F(x) este o fr. a unei va. atunci au loc urmatoarele
proprietafi:

1) F(x) este monoton nedescrescatoare), i.e., F(x;) < F(x;)
deindata ce x; <x, ;

2) F(x) este continuad la stanga pentru orice x €R, i.e., pentru orice
sir monoton crescator de valori x, care tinde la x, atunci cand n tinde
la +oo, sirul corespunzator de valori F(x,) are drept limita valoarea
F(x), fapt ce se noteaza, pe scurt, F(x-0)=F(x);

3) F(+o) = 1 si F(-00)=0.

Observatie. Proprietatile 1)-3) sunt caracteristice numai si numai
functiilor de repartitie in sensul ca, are loc si reciproca acestei
teoreme, conform careia: pentru orice functie F : R—R ce posedi
proprietdtile 1)-3)  putem construi (neunivoc) un cdimp de
probabilitate (2 F, P) si o v.a. definita pe el, astfel incdt functtia
ei de repartittie coincide cu F.

Propozitie (Formule de calcul ale probabilitatilor pe baza
fir.)  Fie Cova. cu fr F(x). Atunci pentru orice a<b, a,b€eR, au
loc urmatoarele formule:
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a) P(a<&<b)=F(b) - Fla),

b) P(&>a) =1 —F(a);

¢) P( &= a)=F(a+0) — F(a), prin F(a+0) fiind notata limita la
dreap-ta a functiei F in punctul a;

d) P(a <& < b)=F(b+a) - Fla),

e) P(a<&<b) = F(b) —F(a+0);

f) P(a<&<b) =F(b+0) —F(at0).

Observatie. Din formula ¢) rezultd ca pentru acele v.a. a caror
f.r. este continua, P( &= a)=0 pentru orice numar real a, deorece in
acest caz F(a+0) =F(a).

3.2.4. Exemple
Exemplul 1. Consideram v.a. & cu f.r. datd de formula:

F(x) z{l—eb‘, x>0,
0, x<0.
1) S& se defineasca aceastd functie de repartitie Tn Sistemul
Mathematica. 2) Sa se construiasca graficul functiei F(x).
3) Sa se calculeze probabilitatea evenimentului (0 < < 1).
4) Sa se calculeze probabilitatea evenimentului (& > 2).

Rezolvare. 1) Definim functia F(x) in Sistemul Mathematica cu
ajutorul operatorului Condition, notat si cu /;.
In[1]:=F[x_]:=0/;x<0;F[x_]:=1-Exp[-2*x]/;x>0;

2) Pentru constructia graficului functiei F(x) folosim finctia Plot.
In[2]:=Plot[F[x],{x,—1,5}]
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Out[2]=Graphics
3) Aplicdm formula @) din Propozitie.

In[3]:=N[F[1]-F[0]]

Out[3]=0.86465

Am obtinut P(0<£<1)=0,86465.

4) Pentru calculul probabilitati folosim formula 5) din Propozitie.
In[4]:=N[1-F|2]]

Out[4]=0.0183156
Am obtinut P(£>2) = 0,0183156.

Rezolvarea problemei s-a terminat, dar , deoarece la rezolvarea
pro-blemei urmatoare se va folosi, din nou, notatia F(x), curdtim
continutul ei, ce corespunde problemei rezolvate mai sus, apeland la
operatorul Clear.

In[S]:=Clear[F].

3.3. V.a. de tip discret si Caracteristicile lor numerice
In Teoria Probabilititilor sunt studiate 3 tipuri de v.a.
discrete, (absolut) continue si singulare, interesante din punct de
vedere ale aplicatiilor fiind doar primele doua.

3.3.1. Definitia v.a. de tip discret
Fie (Q, &, P) un camp de probabilitate si § : Q—>R 0 v.a.
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Definitie. Variabila & se numeste variabila aleatoare de tip discret
dacd multimea valorilor posibile ale acesteia este finita sau infinita,
cel mult numerabila.

Drept exemple de v.a. de tip discret putem lua numarul de steme
aparute la aruncarea unei monede de » ori, numarul de puncte aparute
la aruncarea unui zar o singura data, numarul de apeluri telefonice
inregistrate la Urgenta Medicald pe parcursul a 24 de ore, numarul de
erori descoperite in urma compilarii unui soft, etc.,etc.

3.3.2. Repartitia (distributia) probabilista a v.a. de tip
discret

Fie £owv.a. de tip discret definitd pe campul de probabilitate
(@, &, P), adicd aceasta ia, in calitate de valori posibile, valori din
mulimea 2={x,,xs,...,.X,...}, unde x;<x,<...<x,<... . Dupa cum am
vazut, indiferent de tipul v.a., aceasta poate fi definita si prin
intermediul functiei ei de repartitie F(x), dar in caz discret mai exista o
modalitate echivalentd de a defini v.a. Si anume, cu ajutorul notiunii
de repartitie a v.a.

Definitie. Vom numi repartitie probabilista (simplu, repartitie) a
v.a. & setul de perechi ordonate {(x;p;} 1 sau tabloul de forma

‘. (xl X, .. X, j
P Py o Py
unde p;= P(§ =x;) 20 ,i > 2 » p; =1. (3)
Urmadtoarea afirmatie aratd ca, in caz discret, f.r. si repartitia v.a.
¢ sunt  doud  forme echivalente de modelare matematica
(probabilista) a ei.

Propozitie. F7r si repartitia unei v.a. & de tip discret sunt legate
intre ele conform urmatoarelor formule:

a) F(xX)=Y _p,; (4)

b) multimea de valor posibile a v.a. £ este data de

X =x1,X2. s Xn... f = (xR : F(x+0)-F(x)>0} iar probabiltatile
pi=P(E=x) =F(x+0)-F(x), i >1. (5)

x/-<x
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Concluzie. Din aceasta propozitie rezultd ca f.r. si repartitia unei
va. de tip discret sunt doua forme echivalente de modelare
probabilista ce descriu legea care guverneaza comportamentul
probabilist al v.a.. Mai mult, o v.a. de tip discret este definita, daca se
cunoaste legea ei de repartitie: sau sub forma de functie de repartitie,
sau sub formd de repartitie.

3.3.3. Caracteristice numerice ale v. a. de tip discret

Cunoasterea legitatii de repartitie (f.r. sau repartitia) a unei v. a. 0
putem considera 0 cunoastere exaustivd (completd) a acesteia din
punct de vedere al comportamentului ei probabilist. Tnsa, uneori, Tn
dependenta de scopul urmarit, este de ajuns sa cunoastem doar careva
valori numerice ce caracterizeazd sumar v.a. datd. Astfel de valori se
NUMESC caracteristici numerice.

Printre caracteristicile numerice care joaca rolul de parametri de
pozitie sau parametri ai tendintei centrale se enumara valoarea
medie si modul( moda).

1) Valoarea medie.

Definitie. Vom numi valoare medie a unei v.a. discrete & date de
repartitia (3) numarul

MG =2 xip; . (6)
Observatie. In cazul cand multimea de valori posibile a v.a. este finita
suma din partea dreapta a formulei (6) este o suma finitd. Dar daca
multimea de valori posibile a v.a. este infinitd numarabild, atunci vom
spune ca valoarea medie M¢ existd dacd seria numericad 2 >; x; p;
converge absolut, adica X »; jx;/p; <+co.

Valoarea medie a v.a. M a variabilei aleatoare & se mai noteaza me
sau EE.

Dacd numarul de experimente repetate Tn care sunt vizate valorile
va. & este destul de mare, atunci media aritmeticd a valorilor
observate este aproximativ egald cu valoarea ei medie. Tn aceasta
constd sensul valorii medii.

Propozitia 1 (Proprietatile valorii medii). Valoarea medie poseda
urmatoarele proprietati:
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1. Daca v.a. §ia valori nenegative cu probabilitatea 1, atunci
ME0si ME=0Odaca si numai daca v.a. &ia vioarea 0 cu
probabilitatea 1,

2. Daca exista valorile medii ale v.a. &, n, atunci exista si

valoarea medie a v.a. aé+fn si M(a&+fn)=aM &+ bMn pentru

orice numere reale a si b,

Daca exista valoarea medie av.a. &, atuni /ME< M/&;

4. Daca exista valorile medii ale va. £, n si aceste v.a. sunt
independente in sensul ca P(¢ =, n=y), pentru orice x si y din
multimile de valori posibile ale v.a. respective, atunci exista si
valoarea medie a produsului & -n si M& -n=M¢& -Mn.

Urmatoarea propozitie ne arata cum poate fi calculata valoarea

medie a unei functii de v.a.d. £ atunci cand se cunoaste doar

repartiatia lui &.

Propozitie (Formula de transport). Daca v.a.d. & este data de
repartitia (3) si f(x) este o functie continua definita pe multimea
numerelor reale, astfel incat v.a. n=f(&) poseda valoare medie, atunci
Mp=Mf() = 1 fx)p:

2) Modul Se numeste mod (moda) a unei v.a.de tip discret acea
valoare posibild a ei, careia i corespunde probabilitatea maxima..

Modul variabilei aleatoare & se noteaza cu Mo[&]. Din definitia
modului rezulta ca

Mo[&]=x, ,unde p, =max{p;}. (7

1I<j<n

w

3) Variabile aleatoare centrate. Dispersia (varianta). Abaterea
medie pitratica. Fie & o variabila aleatoare cu valoarea medie m:.
Expresia

g=&—me 8)
se numeste variabila aleatoare centrata. Valoarea medie a variabilei
aleatoare centrate este nula.

Definitia 1. Se numeste dispersie (varianta) a variabilei aleatoare &
valoarea medie a a patratului variabilei aleatoare centrate £°. Dispersia
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variabilei aleatoare & se noteaza cu DE, sau D, sau Varg&. Din definitia
dispersiei rezulta ca

Dg = M(E)’= ME-m)’.  (9)

Formula de calcul a dispersiei variabilei aleatoare de tip discret este:

n
D¢ = Zj:l(xj - mgy)zpj . (10
In caz general,
Dg = Mg (Meg)*  (11)

Ratiunea introducerii notiunii de dispersie rezida in faptul ca
aceasta caracterizeaza gradul de dispersare (imprastiere) a valorilor
posibile ale unei v. a. in raport cu valoarea ei medie. Mai exact, cu cat
dispersia este mai mica cu atat aceasta imprastiere este mai mica si
invers.

Definitia 2. Se numeste abatere medie patratica sau abatere
standart a unei v.a. raddcina patrata din dispersia ei. Abaterea medie
patratica a variabilei aleatoare & se noteazd cu o[&] sau o:. Din

definitie rezulta ca
o[£]=/Dé. (12)

Observatie. In aplicatii, pentru a caracteriza gradul de imprastiere a
valorilor v.a. cercetate in raport cu valoarea ei medie, este mai usor sa
operam cu abaterea medie patraticd, deoarece aceasta se exprima in
aceleasi unitati de masura ca si v.a. si valoarea ei medie.
Propozitia 2 (Proprietatile dispersiei). Dispersia  poseda
urmatoarele proprietati:
1. Daca dispersia v.a. § exista, , atunci D&>0si DE=0daca si
numai daca v.a. § ia valoarea M& cu probabilitatea 1;
2. Daca exista dispersia v.a. & atunci exista si dispersia v.a.
al+b si D(a&+b)=a’ DE pentru orice numere reale a si b;
3. Daca exista dispersiile v.a. &, n, atunci exista si dispersia
va. g+ si D(&Em)=M+Mnt 2M(S-MS)(n-Mn);
4. Daca exista dispersiile v.a. £, i i aceste v.a. sunt
independente in sensul ca P(¢ =a, n=b), pentru orice a si b din
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multimile de valori posibile ale v.a. respective, atunci exista si
dispersia v.a. &+n si D(& +n)=D& +Dy.

Definitie. Se numeste covarianta a va. &npnumarul
cov(&, 7)=M(S-M&)(n-Mn)

Observatie.Proprietatile 3 si 4 ale dispersiei arata ca
cov(<& n)=0 , atunci cand v.a. & 7 sunt independente.

3) Momente initiale.

Definitie. Se numeste moment initial de ordinul s al unei v.a.
valoarea medie a acestei v.a. luate la puterea s. Momentul initial de
ordinul s al v.a. & se noteazd cu as[&]. Din definitia momentelor
initiale rezulta ca:

os[E] = ME', s =1, 2,... (13)
iar formula de calcul al momentului initial de ordinul s al unei v.a.de
tip discret este

alel=2 %P s=L2.. (14)

Observam ca valoarea medie coincide cu momentul initial de
ordinul intai.

4) Momente centrate.
Definitie. Se numeste moment centrat (Sau central) de ordinul s al
unei v.a. valoarea medie a puterii s a variabilei centrate respective.
Momentul centrat de ordinul s al v.a. & se noteazd cu p[&]. Din
definitie rezultd ca

€] = M%), s=1,2,... (15)

Formula de calcul al momentului centrat de ordinul s al unei v.a.de
tip discret are forma

ulgl=3 (,=m)'p, s=12.. (16)

Au loc egalitatile uy[€] = 0, wo[€] = DE.
Relatiile duntre momentele centrate si cele initiale sunt:
1) po=oz— os;
2) U3 = 03— 30(10(2"‘ 20(13;
3) Ha= Olg— 40(30(1 + 60(20(12 - 30(14.
5) Asimetria.
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Definitie. Se numeste asimetrie (coeficient de asimetrie) al v.a. &
numarul notat cu S; si dat de egalitatea

s, [e1= £ (17)
(o2

6) Excesul.
Definitie. Se numeste exces al v.a. & numarul notat cu & sau Ex[€] si
definit prin egalitatea

Ex[£] =24 -3, (18)
O

3.3.5. Exemple de determinare a functiei de repartitie si de
calcul al valorilor caracteristice ale unei v.a.de tip discret.
Exemplul 2. Se da v.a.de tip discret cu repartitia

(0 2 5 7 (19)
x 03 04 01 02)

Se cere: 1)sd se defineascd (sa se introducd) in Sistemul
Mathematica v.a. &; 2) sa se determine functia ei de repartitie F(x); 3)
sa se introduca functia de repartitie in Sistemul Mathematica; 4) sa se
construeasca graficul functiei F(x); 5) s& se calculeze probabilitatea ca
v.a. & va lua valori din intervalul [3, 8).

Rezolvare. 1) Introducem repartitia v.a. & sub forma de listd cu
doua linii, elementele cdrora sunt elementele liniilor matricei (19).
In[6]:=p={{0,2,5,7},{0.3,0.4,0.1,0.2}}

Scriem p n forma matriceald cu ajutorul functiei MatrixForm.
In[7]:=MatrixForm|p]
0 2 5 7 J

_{0.3 04 01 02
Out[7]=
2)Aplicand formula (4), gasim functia de repartitie
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0, x<0,
0,3, 0<x<2,
F(x)=40,7, 2<x<5,
08, 5<x<7,

1, x>7.

3) Introducem functia F(x) in Sistemul Mathematica cu ajutorul
functiei Condition, notata si cu /;.
In[8]:=F[x_]:=0/;x<0;F[x_]:=0.3/;0<x<2;F[x_]:=0.7/;2<x<5;F[x_]:
=0.8/;5<x<7;F[x_]:=1/;7<x;

4) Construim graficul functiei de repartitie cu ajutorul functiei
Plot.

In[9]1:=Plot[F[x],{x,—1,8}]

0.8 4’7

0.6t

0.4+

0.2t

2 4 6 8 10

Out[9]=Graphics

5) Folosim formula a) din Propozitie, vezi punctul 3.2.3 al acestui
capitol:
In[10]:=P(3<£<8)=F|[8]-F|3]
Out[10]=0.3

Rezolvarea exercitiului s-a terminat. Cum functia de repartitie F(x)
din acest exercitiu nu se foloseste Tn exercitiile ce urmeaza, dar notatia
se foloseste, trebuie s& scoatem definitia ei din Sistem. Matricea p mai
ramane Tn Sistem deoarece ea se va folosi la rezolvarea exercitiului
urmator.
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In[10]:=Clear[F].A
Exercitiul 3. Fiind datd aceeasi v.a. & cu repartitia (19), s& se
calculeze: 1) valoarea medie; 2) dispersia; 3) abaterea medie patratica,;
4) momentele initiale de ordine pana la 4 inclusiv; 5) momemtele
centrate de ordine pana la 4 inclusiv; 6) asimetria; 7) excesul.
Rezolvare. 1) Calculdam valoarea medie cu ajutorul formulei (6).

W= Z;P[[l, AMpll2 1

Out[11]=2.7
Am obtinut m:=2,7. Aici p[ij] este notatia elementului p; al matricei

P
2) Determinam dispersia conform formulei (12).

W[12}:=D& =" (plIL j11-m.)"2) plI2, /1]

Out[12]=6.61
Am aobtinut DE=6,61.
3) Aplicam formula (13).

In[13]:=0, =/ D¢

Out[13]=2.57099
Am obtinut 5:=2,57099.
4) Pentru calculul momentelor initiale folosim formulele (14).

(tdl=c; =" (PIIL A" pIT2 /1]
Out[14]=2.7

W(1sl=a, =Y. ((PIIL /1)"2) pLI2, /1]
Out[15]=13.9

mi6l=a; =Y. (pIIL /11)3)plI2, 1]
Out[16]=84.3

m7=a, =Y. (plIL /1Y) L2, /1]

Out[17]=549.1
Am obtinut a,=2,7; 0,=13,9; 03=84,3; 0,,=549,1.
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5) Calculam momentele centrate conform formulelor (16).

I[18]:= 25 =Y. ((PIIL j11-m, YD) pl12, /1]

Out[18]=—1.11022x10""¢

Se stie cd w; = 0. Aici am obtinut un numar foarte aproape, dar
totusi diferit de zero. Aceasta se intdmpld uneori cand se opereaza cu
numere aproximative. Dupa rotundire se obtine aceeasi valoare 0.

In[19]:= Ha = Z_/:l ((plIL /1 =me)™2) pll2, /11
Out[19]=6.61

In[20]:= He = Z_/:l ((plIL /1] = m:)"3) pll2, /11
Out[20]=11.076

In[21]:= Ha = Z.fﬂ (Pl 11 =m.)"4) pll2, /1]

Out[21]=87.2137
Am obtinut p;=0; n,=6,61; ns=11;076, u,=87,2137.

6) Calculam asimetria conform formulei (17).
In[22]:=SK[&]=ps/c"
Out[22]=0.65175

7) Calculam excesul conform formulei (18).
In[22]:=Ex[{]=pa/c’ -3
Out[22]=-1.0039

Rezolvarea exercitiulei s-a terminat. Eliberam parametrii de
valorile atribuite Tn acest exercitiu.
In[23]:=Cleal’[p,mg,Dg,Gg,Obl,OLz,(M, HI’HZ’HS’H%Sk[é]aEX[é]]°A

3.4. Repartitii (modele probabiliste) uzuale (clasice)

in caz discret.
3.4.1. Functia generatoare a variabilei aleatoare
In caz discret este comod uneori ca probabilititile sau
caracteristicele numerice ale unei v.a. ce poate lua valori din multimea
numerelor naturale, inclusiv 0, sa fie calculate cu ajutorul unei functii
numite functie generatoare .
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Fie ca variabila aleatoare & are repartitia

o 1 2 .. k ..
53( j (20)
Po P Py - DPpo o

Definitie.Se numeste functie generatoare a v.a. (20) functia ¢(z)
definitd prin egalitatea

o(2)= " piz’

unde z este un parametru, care ia valori din intervalul (0;1].

Tn cazul cand v.a. & ia valori dintr-o multime finita de valori, atunci
n expresia (21) coeficientii p;, Incepand cu un anume indice, sunt egali
cu zero. Se demonstreaza ca

(21)

ou[g] = ME = @'(1). (22)

a2[€] = ¢"'(1) + ¢'(1). (23)
as[€] = ¢"'(1) + 39"(1) + ¢'(1). (24)
Dg=¢"(1) +¢'(1) - [o' (V)] (25)

3.4.2. Repartitiile uniforma, Bernoulli si binomiala
Definitie. Vom spune ca v.a. & este repartizata uniform (de tip
discret)  dacd valorile posibile ale ei sunt 0, I, 2, .., n, iar
probabilitdtile acestor valori sunt date de formula:

p, =P(E=k)=1U(n+1), k=012...n.,  (26).

Mai exista si varianta de repartitie uniforma trunchiata in zer, adica
valorile posibile ale v.a. sunt 1,2,...,n, iar

p, =P(E=k)=1/nk=012,..,n., (26).

Observatie. Repartitia uniformd data de formulele (26) sau (26)
modeleaza din punct de vedere matematic alegerea la intdmplare a
unui element dintr-o multime de elemente numerotate 0,1,2,...,n Sau
1,2,...,n, respectiv.

Definitie. Vom spune c& v.a. & este repartizata binomial cu
parametri n si p dacd valorile posibile ale ei sunt 0, 1, 2, ..., n, iar
probabilitdtile acestor valori sunt date de formula:
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p.=P(E=k)=C'p'q" " 0<p<Lk=012,...,n., (26).

In particular, atunci cind n=1, repartitia Binomiald se numeste
repartitie Bernoulli.

O repartitie binomiald de parametri » Si p se noteaza cu Bi(n, p).
Din definitie rezulta cd o v.a. repartizata binomial sau Bernoulli pot fi
date, respectiv, sub forma:

of 0 1 . k. o
' C’?poqnfo Ciplqnfl C’I;pkqnfk Cnpnqo !

n

0 1)
51 : (28)
—p P )

Observatie. Repartitia binomiala modeleazd, din punct de vedere
matematic, numarul total § de ,,succese ”in n probe Bernoulli cu una
si aceeasi probabilitate p a ,,succesului ”in fiecare proba.

Folosind functia generatoare se deduc urmatoarele formule:

ME = ou[€] = np, (29)
DE = npq, (30)
ofel=npg (31)

Dacd np—g este numdr intreg, atunci valoarea maxima a
probabilitatii P,(k) se atinge pentru doud valori ale lui k: ko= np—q Si
ky= np—q+1 = np+p. Dacd np—q este un numar fractionar, atunci
valoarea maxima a probabilitatii P,(k) se atinge Tn punctul %, =
[np—q]+1, unde [np—q] este partea intreagd a numarului np—q.

Exemplul 4. Un eveniment aleator 4, conventional numit ,,succes”
poate aparea intr-un experiment aleatoar cu probabilitatea p = 0,3. Se
efectueaza 1000 de repetari independente ale acestui experiment. Se
cere: 1)sa se scrie repartitia variabilei aleatoare & care reprezintd
numarul total de aparitii ale evenimentului 4; 2)sa se calculeze
Mo[E], 3) ME, 4) DE, 5) o[&], 6) P(250<E<350).
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Rezolvare. 1) V.a. & poate lua una din valorile: 0, 1, 2,..., 1000.
Probabilitatile acestor valori se calculeaza conform formulei
Bernoulli. Deci v.a. & are repartitia

Pi =P(E=k) =Py (k) = Clono (0,3)16(0,7)1000%, k=0,1,2... 1000.

2) Cum np—g = 1000-0,3-0,7 = 299,3 este un numar fractionar,
rezultd cd modul, adica valoarea posibild care corespunde celei mai
mari probabilitati este: Mo[E&] = [299,3]+1 = 299+1 = 300.

3) ME = np = 1000-0,3 = 300.

4) DE = npq = 1000-0,3-0,7 = 210.

5 OlEl=npq =210,

6) Calculam probabilitatea cerutd
350
P(250 < £ <350)= )

k=250
cu ajutorul Sistemului Mathematica.

30 (10001) * ((0.3) k) * ((0.7)* (1000 — k))
(k1) *((1000 — K))!

Cien (03 (0.7

]
In[24]:=N[ #=250

Out[24]=0.999509
Am obtinut P(250<¢<350)=0,999509.

3.4.3. Repartitia Poisson
Definitia 1. Vom spune c& v.a. & are repartitia Poisson cu
parametrul a, a > 0, dacd ea poate lua in calitate de valori posibile una

dinvalorile 0, 1, ..., k..., probabilitatile carora sunt date de formula

k
a

P :P(GE:k):Fe_“,k:O, 1,2,.., (32)

unde a este un parametru real pozitiv.

Repartitia Poisson de parametru a se noteaza cu Poisson(a). Din
definitie rezultd cd o v.a. & cu repartitia Poisson de parametru a poate fi
scrisa in forma
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00 1 k
1 k
cla a a
& —e ' —e’ .. —e’ ] (33)
0! 1 k!
Daca numerele » si k sunt relativ mari si npg < 9, atunci repartitia
binomiald de parametri » si p poate fi aproximata cu ajutorul repartitiei
Poisson de parametru a = np.

Folosind functia generatoare, obtinem ca:

ME = DE = a; ofg] =a . (34)

Dacad a este numar intreg, atunci p, 1si atinge valoarea maxima
pentru ko= a Si ko= a—1. Daca a este fractionar, atunci Mo[&]=[a]+1.

Definitia 2. Se numeste flux de evenimente un sir de evenimente
aleatoare, care se produc Tn momente aleatoare de timp. Un flux de
evenimente se numeste flux Poisson daca el are proprietatile:

a) este stationar, adica probabilitatea ca intr-un anume interval de
timp se vor realiza exact £ evenimente depinde numai de numarul % si
de lungimea (durata) intervalului de timp si nu depinde de Tnceputul
lui;

b) probabilitatea realizarii a £ evenimente ntr-un anume interval de
timp nu depinde de numarul de evenimente care s-au realizat Tnainte de
inceperea acestui interval,

¢) realizarea a doua sau mai multe evenimente ntr-un interval mic
de timp are, practic, probabilitate nula.

Numarul mediu de evenimente dintr-un flux Poisson care se
realizeaza intr-o unitate de timp se numeste intensitate a fluxului. Vom
nota intensitatea fluxului cu a. Atunci are loc urméatoarea

Propozitie. Numdarul de realizari ale evenimentelor din fluxul
Poisson in t unitati de timp este o v.a. cu repartitia

P(k) = (a) e k=012.

Pentru ¢ = 1 din formula precedenta se obtine repartitia Poisson.
Observatie. Repartitia Poisson modeleaza, din punct de vedere
matematic comportamentul probabilistic al:
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1) numarului de particule o (alfa) emise de o substanta radioactiva
intr-un anumit interval de timp;

2) numarului de automobile care vin la o statie de alimentare cu
benzind intr-o unitate de timp;

3) numarului de clienti care se adreseaza la un oficiu postal intr-o
Zi;

4) numarului de apeluri la un post telefonic intr-o unitate de timp;

5) numarului de erori de programare comise de un programator intr-
un soft de o anumita lungime;

6) numarului de bacterii descoperite intr-o picatura de apa;

7) numarului de erori de tipar care se contin pe 0 pagina (sau un
grup de pagini) dintr-o carte;

8) numarului de 3 gemeni noi nascuti n decurs de un an in careva
tard;

9) numarului de oameni dintr-o anumita tara care au depasit varsta
de 100 de ani;

10) numarului de cutremure de pamant care au loc intr-o regiune
seismica Tntr-o unitate de timp;

11) numdrului de accidente rutiere produse intr-un oras, intr-o
unitate de timp;

12) numarului de decese printre asiguratii unei companii de
asigurare ntr-o unitate de timp, etc., etc.

Exemplul 5. Numarul mediu de solicitéri de taxi receptionate la un
dispecerat intr-un minut este egal cu 2. S& se calculeze probabilitatile
evenimentelor: 4 = {in decursul a unui minut va fi receptionatd o
singura solicitare}, B = {in decursul unui minut vor fi receptionate nu
mai mult de 2 solicitari}, C = {in decurs de 1 minut vor fi receptionate
mai mult de 2 solicitari}.

Rezolvare. Variabila aleatoare & care reprezintd numarul de
solicitari de taxi intr-un minut are repartitia Poisson de parametru a =
2. Aceastd variabila aleatoare are repartitia

2

k
pk:P(‘f:k):Fe_z,k:O, 1,2,... (35)
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1

1) cumP(4) =P(é=1) = %e‘z avem:

1n[25]::|\|[2—le‘2]
il

Out|[25]=0.270671

2) CumP(B)=P(¢=0)+P(E=1)+P(E=2) din (8.2.35)
avem:

0 1 2

_ 2" -2 -2
In[26]:—N[ae TR ]

Out[26]=0.676676
3) Cum P(C) =1 - P(B), avem :
In[27]:=N[1-0.676676]
Out[27]=0.323224
Am obtinut P(4)=0,270671, P(B)=0,676676, P(C)=0,323224.A

3.4.4. Repartitia geometrica
Definitie. om spune cd o variabild aleatoare & are repartitia
geometrica de parametru p, daca valorile posibile ale ei sunt 0, 1,
2,..., k,.. si probabilitatile lor sunt date de formula
P =P(=k)=¢"p,0<p<1,¢q=1-p,k=0,1,2,... (36)
In caz ca repartitia este datd de formula
P =P(E=k)=¢""p,0<p<1,q=1-p,k=1,2... (37)
v.a. & se numeste geometric repartizata trunchiata in zero.
De exemplu, repartitia (36) poate fi scrisa in urmatoarea forma

matriceald:
. 0 1 2 ... k..
e ) . )
p prq pqg .. pq ..

Observatie. Repartitia geometricd (36) modeleazd, din punct de
vedere matematic, numarul total & de ,,insuccese ” nregistrate in
experimentul ce consta in repetarea uneia si aceleiasi probe Bernoulli
(cu probabilitatea p a ,,succesului ”In fiecare probd) pana la prima
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aparitie a ,,succesului” . Prin analogie, repartitia geometrica trunchiata
in zero (37) modeleaza, din punct de vedere matematic, numarul total
& de probe (incercari) efectuate Tn experimentul ce consta in repetarea
uneia si aceleiasi probe Bernoulli (cu probabilitatea p a
»succesului ”in fiecare probd) pana la prima aparitie a ,,succesului”

Cu ajutorul functiei generatoare obtinem, de exemplu, pentru
repartitia geometrica Ca.

ME=1[p DE=q/p*. olél=\q/p. (@39
Analogic, pentru repartitia geometrica trunchiata in zero
MIE] = glp, DIE] = qlp”. (39)
Exemplul 6. Intr-o urna se contin 2 bile albe si 8 bile negre. Se
extrage succesiv cate o bild, cu intoarcere, pana la prima aparitie a
unei bile albe. Sa se determine: 1) repartitia v.a. & care reprezintd
numarul de extrageri pana la prima aparitie a unei bile albe; 2) ME;
3) DE; 4) numarul minim m de extrageri , suficient pentru a afirma, cu
probabilitatea 0.7, ca pentru extragerea unei bile albe vor fi necesare,
mai putin de m extrageri.
Rezolvare. 1) Notdm cu 4 evenimentul care consta Tn aparitia unei
bile albe la o extragere si cu N evenimentul care consta in extragerea

unei bile negre. Evident cd N = A. Cum Tn urnd sunt 2 bile albe si 8
bile negre, rezulta cd P(4) = 0,2 si P(N) = P(4 )=1-0,2=0,8.

Pentru ca bila albd sa apard prima datd la prima extragere este
echivalent cu faptul ca via & sa ia valoarea 1.Probabilitatea acestui
eveniment este egald cu p; = P(4) = 0,2. Pentru ca bila alba s& apara
prima data la prima extragerea a doua este echivalent cu faptul ca v.a
€ sd ia valoarea 2. Probabilitatea acestui eveniment este egala cu p, =
P(e=2) = P(An4) = P(A)P(4) = 0,8-0,2 = 0,16. Tn general, pentru ca
bila alba sa apard prima datd la prima extragerea cu numarul & este
echivalent cu faptul ca v.a & sd ia valoarea 4. Probabilitatea acestui
eveniment este egala cu

= = = q A = . k71 =
pi=PE=k)= P(AN..nANA)=02-0,8)""k=1,2,...

k-1 ori
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Deci variabila aleatoare & are o repartitie geometrica trunchiata in zero
cu parametrul p= 0,2.

2) Conform formulei (39) avem: M[&] = 1/0,2 = 5.

3) Dintr-a doua formula (39) obtinem:

DIE] = (1-0,2)/(0,2)* = 20.
4) Determindm numarul m din conditia
0,2+0,20,8+ ... +0,2:(0,8)" > 0,7.

Aceasta inecuatie se reduce la inecuatia m > logg g0,3.
Aici aplicam Sistemul Mathematica.
In[28]:=N[Log[0.8,0.3]]
Out[28]=5.3955
Obtinem m = 6.

3.4.5. Repartitia hipergeometrica
Definitie. Vom spune ca o variabild aleatoare & are o repartitia
hipergeometricd de parametri a, b, n dacd aceasta poate lua una din
valorile 0, 1, 2, ..., min{a, n} cu probabilitatile

ckept
pr=PE=k)= Cnb
atb  [=0,1,2, ..., min{an}. (40)

Se demonstreaza ca
MIE] = nal(a+b). (42)
Repartitia hipergeometrica apare, de exemplu, in experimentul care
consta in extragerea fara intoarcere a bilelor dintr-o urna care contine
bile de doua culori.

3.5. V.a. de tip (absolut) continue si caracteristicele
lor numerice

3.5.1. Notiune de variabila aleatoare de tip (absulut)
continua
Se numeste va.de tip (absolut) continua (v.a.c.) 0 variabild
aleatoare, a carei multime de valori posibile reprezintd un interval de
numere reale si functia de repartitie este continua in intervalul
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(—o0; o0), dar si derivabild, cu exceptia poate cd, de o multime finita
sau infinita cel mult numarabila de puncte de pe acest interval.

3.5.2. Exemple de variabile aleatoare continue

1) Durata functionarii unui aparat electric este o variabild aleatoare
continud care poate lua valori din intervalul [0; o).

2) Fie ca se masoara lungimea unui obiect sau rezistenta unei linii
electrice cu un aparat de masurare astfel incat rezultatul masurarii se
rotunjeste pana la un numar ntreg. Atunci eroarea de rotunjire este o
v.a.c. care ia valori din intervalul (-1; 1).

3) Cantitatea anuald de precipitatii atmosferice Tn careva regiune
este 0 variabila aleatoare continua care ea valori din intervalul [0; o).

3.5.3. Functia de repartitie

Functia de repartitie pentru orice variabild aleatoare a fost definita in
unul din paragrafele precedente. Pentru comoditate amintim aici
definitia si proprietatile acestei functii.

Se numeste functie de repartitie a variabilei aleatoare & functia
F:R—[0,1] definita prin egalitatea

F(x) = P(€ < x). (42)

Functia de repartitie are urmatoarele proprietiti caracteristice:.

1) F(+) = 1, F(-) =0;

2) F(x) este o functie nedescrescatoare,

3) F(x) este continud la stanga in orice punct xeR.

Din formulele de calcul ale probabilitatilor in baza f.r. deducem ca:

P(a < &< b) = F(b) - F(a). (43)

PE=a)=0. (44)
Pla<&<b)=Pla<&<b)=Pla<&<b)=Pla<é&<hb). (45)

3.5.4. Densitatea de repartitie si proprietatile ei
Definitie.\om numi densitate de repartitie (d.r.) a v.a.c. & cu fur.
F(x) functia f{x) definitd prin egalitatea
Sx) = F'(). (46)
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Din definitie rezulta ca f.r. F(x) a unei v.a.c. poate fi exprimata prin
d.r. f(x) a acestei v.a ca fiind

F(x)=P(E<x)=[" f(x)dx

In concluzie, P(a<&<b)= Ibf(x)dx .

Densitatea de repartitie este o forma alternativa a legii de repartitie
a unei variabile aleatoare continue, echivalenta f.r., in sensul ca daca
cunoastem una din aceste forme putem restabili cealalata forma. Prima
formd a acestei legi este functia de repartitie. Asadar, v.a.c. este
determinata daca este datd f.r. sau densitatea de repartitie ale ei.

Graficul d.r. a unei v.a.c. se numeste curba sau linia ei de
repartifie .

D. r. av.a.c. are proprietdtile mentionate in urmatoarea

Propozitie. Daca f(x) este d.v. a v.a.c. & atunci:

1) flx)>0, VxeR; (47)

2) [Trdx=1; (48)
3)F(x) = j; f(Odt . (49)

3.5.5. Caracteristici numerice ale v.a.c
Definitie. Vom numi valoare a v.a.c. § cu d.r. f{x) numarul M[&]
(care se noteaza si cu m: ) definit prin egalitatea

ME = J.jc xf (x)dx , (50)
cu conditia ca integrala J.w [x| £ (x)dx < o0, in caz contrar vom

spune ca v.a.c. & nu poseda valoare medie.

Remarca. Toate proprietatile valorii medii enuntate in cazul v.a. de
tip discret sunt valabile si pentru v.a.c.

Se numeste moda a v.a.c. numarul, notat cu x,=Mo[&], pentru care
densitatea de repartitie f(x) ia valoarea maximala. Daca numarul acesta
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este unic, atunci repartitia se numeste unimodala, in caz contrar se
numeste multimodala.
Se numeste mediana a variabilei aleatoare & numarul, notat cu x,,
(sau Mel¢&)), care verificd conditia
P(§ <x,) = P(&>x,) =1/2. (51)
Conditia (51) este echivalentd cu conditia

[ fdx=12. (52)

Ecuatia (52), in raport cu variabila x,,, poate fi aplicata la determinarea
medianei.

Folosind notiunea de valoare medie, ca si in cazul unei variabile
aleatoare de tip discret, se introduc notiunile de dispersie, abatere
medie patratica, momente initiale si momente centrate. Conditia lor de
existenta este similara cu conditia de existenta a valorii medii. Scriem
aici numai formulele de calcul ale lor.

Formula de calcul al dispersiei

DIEL= [ (x=m.)* f(x)dx

Formula de calcul al abaterii medii patratice 9
olél= D¢ . (54)
Formula de calcul al momentelor initiale
a[é1=[ x'f(x)dx, s=1,2,. (55)
Formula de calcul al momentelor centrate
wEl= [ (c=m) f(x)ax . 6)

Remarca. Proprietdtile dispersiei v.a.c sunt aceleasi ca si in cazul
v.a. de tip discret. Relatiile dintre momentele initiale si cele centrate
pentri v.a.de tip discret sunt la fel ca si Tn cazul v.a. de tip discret.

Fie & o v.a., care poate lua numai valori nenegative, dar cu valoare
medie nenula. Se numeste coeficient de variatie a acestei variabile
aleatoare numarul v definit prin egalitatea

v= Gg/l’l’lé. (57)
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Se numeste coeficient de asimetrie (Sau asimetrie) a variabilei
aleatoare & marimea, notata cu Sk, definitd prin egalitatea
SK[E] = po/c®. (58)
Se numeste exces al variabilei aleatoare & marimea, notata cu ¢ sau
Ex, definitd prin egalitatea
Ex[£] = palc*-3. (59)

3.5.6. Exemple
Exemplul 7. Variabila aleatoare & este definita prin d.r.
109 z{(x i)/lS, x.e [2;8],
. xe[2:8]

Sa se gaseasca: 1) linia de repartitie; 2) probabilitatea ca & sa ia valori
din intervalul inchis [5; 10]; 3) f.r. si graficul ei; 4) valoarea ei medie;
5) dispersia; 6) abaterea medie patratica; 7) momentele initiale de
ordinele 1,2,3 si 4; 8) momentele centrate de ordinele 1,2,3 si 4
9) coeficientul de asimetrie; 10) excesul; 11) coeficientul de variatie.

Rezolvare. 1) Introducem densitstea de repartitie Tn Sistemul
Mathematica.
In[30]:=f[x_]:=0/;x<2;f[x_]:=(x—2)/18/;2<x<8;f[x_]=0/;x>8;
Construim linia de repartitie, adica graficul functiei f(x).
In[31]:=Plot|f[x],{x,0,10}]

0.3

2 4 s 8 10
Out[31] Graphics

2) Calculam probabilitatea cerutd conform formulei (47).
In[32]:=NIntegrate[f[x],{x,5,8}]
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Out[32]=0.75

3) Determinam f.r. Cum toate valorile posibile ale v.a.c. & apartin
segmentului [2,8], rezultd cd F(x)=0, x<2, si F(x)=1, x>8. Determinam
aceasta functie pe segmentului [2,x] folosind formula (8.2.47).

In[33]:=F1[x]= j —dz

2

1 x x
Out[33]=———+—
9 9 36
Deci functia de repartitie este
0, x<0,
2
F(x)= l_£+x 2<x<8,
9 9 36
1, x>8.

Introducem aceasta functie in Sistemul Mathematica.
2

In[34]:=F[x_]:=0/;x<0;F[x_]:= 1 X + al /32<x<8/;F[x_]:=1/;x>8;
9 9 36

Construim graficul functiei #(x) cu ajutorul functiei Plot.
In[35]:=Plot[F[x],{x,2,9}]
1 L

0.8
0.6t
0.4+

0.2t

3 4 5 6 7 8 9

Out[35]=Graphics
4) Calculdm valoarea medie folosind formula (50). Avem

In[36]:=m:=NIntegrate[x*f[x],{x,2,8}]

Out[36]=6.
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Am obtinut m:=6.
5) Calculam dispersia conform formulei (53).
8
In[37]:=N] L (x- mf)zf(x)dx ]
Out[37]=2.
6) Calculam abaterea medie patratica o conform formulei (54).

In[38]:=c:=~/2
Out[38]=1.41421
7) Momentul initial o, coincide cu speranta matematica si deci

ou[&] = m: = 6. Gasim celelalte momente initiale conform formulei
(55).

In[39]:=N| | :xz F(x)dx]
Out[39]=38

In[40]:=N] I:x3f(x)dx ]
Out[40]=250.4
In[41]:=N| [ :x4 F(x)dx]

Out[41]=1699.2
Am obtinut a,,=6, 0,=38, 03=250,4, 0,,=1699,2.
7) Momentul centrat de ordinul 1 este egal cu zero pentru orice
v.a.:

uy = 0. Momentul centrat de ordinul doi coincide cu dispersia si deci
we = D; = 2. Calculdm momentele ps si pq folosind formulele (55).

In[42]:=p;=N|[ I:(x - m§)3f(x)dx |
Out[42]=-1.6
In[43]:=p=N|[ I:(x - m§)4f(x)dx |

Out[43]=9.6
Am Obtinut H = 0, o = 2, M3 = -1,6, 4 = 9,6.
9) Calculdm coeficientul de asimetrie conform formulei (58):
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In[44]:=Sk[]=p3/(c2)’
Out[44]=—0.565685

10) Folosim formula de calcul al excesului (59).
In[45]:=Ex[&]=p4/(ce)*-3
Out[45]=-0.6
11)Calculam coeficientul de variatie conform formulei (57).
In [46] :=V§=G§/m§
Out[46]=0.235702

Rezolvarea exercitiului s-a terminat. Scoatem valorile parametrilor
din acest exercitiu.
In[47} :=Clear[faF’mé’Géaula M2, K3, H43Sk[é]’EX[é]’Vé]-A

3.6. Modele probabiliste (repartitii) te tip (absolut)
continue (uzuale) clasice

3.6.1. Repartitia uniforma
\Vom spune ca v.a.c. § are repartitie uniforma pe segmentul [a, b],
dacd densitatea ei de repartitie are forma

f(x)={1/(g a), xe.[a,b],
, x &[a;b]. (60)
In calitate de exemplu de variabild aleatoare cu repartifia
uniforma poate servi durata asteptarii autobusului care vine la statie
peste fiecare 5 minute, n cazul cand pasagerul vine la statie intr-un
moment aleator de timp (independent de orarul circulatiei
autobusului).
Folosind formula (49), determinadm functia de repartitie F{(x).

0, x<a,
F(x)=<(x—-a)l(b—a), a<x<b, (61)
1 x>b.

Valoarea medie este m: = (b+a)l2, iar dispersia este D =
(b—a)’/12. Repartitia uniformd nu are mod. Mediana este egald cu
(bta)l2.
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In particular, atunci cand a=0, b=1, avem repartitia uniforma pe
segmentul /0,1]. Orice limbaj de programare evoluat (C++, Java, etc.)
contine functia random cu ajutorul careia putem simula valori a unei
v.a. uniform repartizate pe /0,1].

Remarca.Asa cum repartitia uniforma pe /0,1] modeleaza, din
punct de vedere matematic, experimentul imaginar, ce consta in
aruncarea la intamplare a unui punct pe segmentul /0,1], tot asa
repartitia uniforma pe /a,b/ modeleaza matematic experimentul
imaginar cu aruncarea la intamplare a unui punct pe segmentu /a,b/.
Are loc urmatoarea

Propozitie. Daca v.a. ¢ este uniform repartizata pe segmentul
[a,b] , atunci v.a. n= (&-a) / (b-a) este uniform repartizata pe [0,1].
Dimpotriva, daca v.a. n este uniform repartizata pe [0,1], atunci v.a. £
=(b-a)n+a este uniform repartizata pe [a,b].

Exemplul 8. Un troleibuz soseste in statie peste fiecare 5 minute.
Care este probabilitatea ca un pasager, care vine in statie intr-un
moment aleator de timp, va astepta troleibuzul cel mult 2 minute
(evenimentul 4)?

Rezolvare. D.r. a va. & care reprezintda durata asteptarii
troleibuzului, este

15, xe[0;5],
f(x)_{ 0, xe[0;5]
In[48]:= P(0 < £ <2) = [ (1/5)dx
Out[48[=2/5

Am abtinut P(4)=2/5.

3.6.2. Repartitia exponentiala
\Vom spune cd o0 v.a.c. & are repartitie exponentiala de parametru A,
A>0, dacd densitatea ei de repartitie are forma

)= {ke“, x>0,

0, x<0. (62)
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Functia de repartitie este

Flx) = 1-e™, x>0,
1o, x<o; (63)

Folosind f.r., obtinem probabilitatea ca o v.a. cu repartitie
exponentiald sa ia valori din intervalul inchis [a; 4], 0 < a < b coincide
cu:

Pla<&<b)y=e™—e™.

Au loc egalitatile:

M[E] = 1/A. D[E] = 1A% o[€] = 1/ (64)

Un exemplu de v.a. care are repartitie exponentiald de parametru A
este durata vietii unui calculator. Functia

R(x)=1-F(x)=e™, x>0. (65)
se numeste functie de fiabilitate a aparatului si valoarea ei in punctul x
reprezintd probabilitatea ca aparatul sa functioneze fara refuz x unitati
de timp. Or, functia de fiabilitate este, prin definitie, functia
R(x)=1-F(x),x>0.

Aceasta repartitie poseda o propretate remarcabila redata in
urmatoarea

Propozitie (Proprietatea lipsei ,,memoriei”). Daca v.a. & este
exponential repartizata cu parametrul A, >0, atunci are loc proprietatea
., lipsei memoriei” in sensul ca probabilitatea conditionata
1-e™, h>0,

0, h<0.

Exemplul 9. Fie c& durata functionarii fard a iesi din functiune a
unui PC este o variabild aleatoare & care are repartitie exponentiald de
paramertu A = 0,001. Sa se determine: 1) d.r.; 2) f.r.; 3) fiabilitatea;
4) valoarea medie si dispersia; 5) probabilitatea ca PC-ul sa
functioneze fara refuz cel putin 2000 de ore (evenimentul A).

Rezolvare. 1) Cum A = 0,001, din (62) rezultd cd densitatea de
repartitie a variabilei aleatoare  este

PE<t+h/Ect)= F(x) = {
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0,001e %% x>0
Fy=q e D
0, x<0.

2) Conform formulei (63), functia de repartitie este

_ 0000y
F(x) = l-e , x>0,
0, x<0.

3) Din (65) rezulta ca functia de fiabilitate este
R(x) =% x>0.

4) Din (64) rezultd cd valoarea medie este M[&] = 1/0,001 = 1000,
iar dispersia este D[] = 1/(0,001)* = 1000000.
5) Folosim formula (65).
In[49]:=P(£>2000)=N[e *""""*"|
Out[49]=0.135335
Am obtinut P(4)=0,135335.

3.6.3. Repartitia normala
\Vom spune ca v.a.c. & are repartitie normala, daca d.r. este de forma

7(x7m)2

e 202

1
ov2n (66)

unde m si o >0 sunt valori constante reale, numite parametri ai
repartitiei normale.

Atunci cand m=0 si o=l repartitia se mai numeste normala
standard cu parametrii 0 si 1. In acest caz functia de repartitie coincide
cu

f(x)=

O(x) = iJ‘Ze"z/za’t .
2zl
Exemple de v.a.c. de repartitie normald sunt: cantitatea anuald de
precipitatii atmosferice dintr-o anumita regiune, eroarea care se obtine
la masurarea unei marimi cu un aparat cu gradatii, Tnaltimea unui

barbat luat la intamplare.
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Linia repartitiei normale poartd denumirea de linia lui Causs.
Propozitie. Fr. a v.a & normal repartizate cu parametrii m i
o coincide cu

Fx) = @(x_m), (67)
O
unde @(x) este functia Laplace care se defineste prin egalitatea
1 x 2/2
O(x)=——| e dt, 68
N2 I - ©8)

si reprezinta f-r. a unei v.a. repartizata normal standard cu parametrii
01.

Cu alte cuvinte @(x), fiind f.r. a unei v.a. normal standard repartizate
cu parametrii 0 si 1, au loc egalitatile:

m.=m,D,=0", 0,=0, (69)

P(asfsﬂ):cb(ﬂ_—mJ—CD(a_mJ. (70)

o o

Exemplul 10. Presupunem cd anual, cantitatea de precipitatii
atmosferice dintr-o anumita regiune este o v.a.c. cu repartitie normala
de parametri m = 400 mm si o = 100 mm. S& se calculeze
probabilitatea ca la anul viitor cantitatea de precipitatii atmosferice va
intrece 500 mm (evenimentul A4).

Rezolvare. Densitatea de repartitie este

1 _ (x—400)

(x) = e 2(100)2
/ 100421
Folosim formula (8.2.46).

00

1
— —€
50100y 27

Out[50]=0.158655
Am obtinut P(4)=0,158655.

In[50]:=N]| ~(x-400)? /(2*100%) dx]
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Sistemul Mathematica contine un pachet de programe dedicat
repartitiei normale. Acest pachet poate fi Tnstalat cu agutorul functiei
<<Statistics'NormalDistribution’. Dam un exemplu de utilizare a
acestui pachet.

Exemplul 11. Fie o v.a.c. cu repartitie normala de parametri m=3
si 0=2. Se cere: 1) sa se instaleze pachetul de programe
Statistics'NormalDistribution’ ; 2) s& se defineasca (introduca) v.a.c.
data ; 3) s& determine d.r. ; 4) sa se construiasca linia de repartitie ; 5)
sd se determine f.r.; 6) sa se construiasca graficul f.r.; 7) s& se
construiascd, pe acelasi desen, graficele d.r. si a fr; 8) sa se
construiascd pe acelasi desen graficele d.r. a f.r. astfel, ca grosimea
graficului densitétii de repartitie sa fie egald cu 0,5 din grosimea
standarda, iar grosimea graficului functiei de repartitie sa fie egald cu
0,9 din grosimea standarda.

Rezolvare. 1) Ne aflim (lucrdm cu un document) Tn Sistemul
Mathematica. Instaldm pachetul cerut de programe.

Statistics’ NormalDistribution’

2) Definim v.a.c. data & de repartitie normala si ii dam numele rn.

In[21l= rn = NormalDistribution[3, 2]

out21]= NormalDistribution[3, 2]

3) Definim densitatea de repartitie si ii ndm numele drn.

In22]= drn = PDF[rn, x]

1, \2
g8 (IS

2~ 2

4) Construim graficul densitdtii de repartitie drn folosind functia
Plot.

99



In(23}= Plot[drn, {x, -10, 15}]
020 .
015
outz3)= otop I,""‘I
u.u?"'f ll"‘:,\
=T} A 5 0 5
5) Definim functia de repartitie si 1i ddm numele frn.
In[2d]= frn = CDF[rn, x]
1 r3-x
outj2d)l= — Erfc —
2 “24/2
Aici functia Erf este urmatoarea**
In25p= Plot[frn, {x, 0, 6}]
08 - -
06
ut[25]=
02
1 2 Jl 4 3 6‘

6)Construim graficul functiei de repartitie.
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Inj28}= Plot[{drn, frn}, {x, 0, 6}]

0.8

06

Out[26]=
04

7) Construim pe acelasi desen graficul densitatii de repartitie cu
grosimea egald cu 0,5 din grosimea standarda si graficul functiei de
repartitie cu grosimea egala cu 0,9 din grosimea standarda

Inj28;= Plot[{drn, frn}, {x, 0, 6},
PlotStyle -> {Hue[0.5], Hue[0.9]}]

08

06

ut[28)=
04

Pe ecran apare graficul densitdtii de repartitie de culoare albastra si
graficul functiei de repartitie de culoate rosie.
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Rezolvarea exercitiului s-a terminat. R&mune sa scoatem valorile
parametrilor.

‘ In[29]= Clear[rn, drn, frn] |

3.6.4. Repartitia gamma
Se spune cd v.a.c. continua & are repartitia gamma de parametri a Si b,

dacd densitatea de repartitie a ei este
xa—le—x/h

S =1 bT(a)
0, x<0,

,a>0, b6>0, x>0,

(71)
unde T este functia gamma, care se defineste prin egalitatea

I(a) = j :z“’le”dt
Au loc egalititile M& = ba, Dt = ba, of&]=ba.

3.6.5. Repartitia chi-pitrat (y%)
Se spune ca variabila aleatoare continua & are repartitie chi-patrat (y?)
de parametri » Si o daca ea are densitatea de repartitie
xr/Zflefx/(ZGZ)

J)=1 226" 1(r/2)
0, x<0. (72)

Repartitia chi-patrat este un caz particular al repartitiei gamma:
functia (72) se obtine din (71) pentru @ = /2 si b = 26° Folosind
rezultatele punctului precedent, deducem c& pentru o variabild
aleatoare  cu repartitia hi-patrat (71) avem:

ME = ro®, DE=2rc", o[€]=c+2r.

Se demonstreaza cd daca &, &, ..., & sunt variabile aleatoare cu
repartitia normald de parametri m = 0 si o = 1, atunci variabila
aleatoare

,0>0,reN, x20,

E=Ef +85 +.tE]
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are repartitie chi-patrat de parametri o = 1 si r.

3.7. Exercitii pentru lucrul individual
1. Este data repartitia v.a. de tip discret &:

(xl X, X x4j
P P, Pz P

(datele numerice se contin pe variante dupa enuntul exercitiului). Se
cere: 1) sa se introduca in Sistemul Mathematica repartitia v.a.d. &;
2) functia de repartitie si graficul ei; 3) probabilitatea ca & va lua
valori din intervalul [1; 4); 4) valoarea medie; 5) dispersia; 6) abaterea
medie patratica; 7) momentele initiale de ordine pana la 4 inclusiv; 8)
momentele centrate de ordine pand la 4 inclusiv; 9) asimetria; 10)
excesul.

1) Xlz—l, )szo, X3:2, )C4:3, p120,1, p2=O,5, p3:O,4, p4:O,2;

2) x120, )szl, X3:7, )C4:3, p1:O,6,p2:O,2,p3:O,1, p4:O,1;

3) X1:—2, XQ:—]., X3:O, )C4:1, p1=0,2, p220,4, p3:O,3, p4:O,1;

4) Xlzl, X2:2, X3:5, )C4:6, p1=0,1,p2=0,5,p3=0,3, p4:O,1;

5) X1:2, X2:3, X3:4, )C4:3, p120,1, p2=0,2, p3:O,3, p4:O,4;

6) Xlzl, X2:3, X3:4, )C4:5, p1=0,2,p2=0,6,p3=0,1, p4:O,1;

7) X1:2, X2:4, X3:5, )C4:6, p120,1, p220,4, p3:O,4, p4:O,1;

8) Xlz—l, X2:O, X3:1, )C4:2,p1:O,4, pZZO,l,p;g:O,S, p4:O,2;
9) X1:—2, XQ:—]., X3:O, )C4:1, p120,1, p2=0,2, ngO,l, p4:O,6;

10) x120, )szl, X3:2, )C4:3, p1=0,6,p2=0,1,p3=0,2,p4=0,1;

11) Xlzl, X2:2, X3:4, )C4:5, p120,1, p2206, p3:O,2, p4:O,1;

12) X1:2, X2:3, X3:5, )C4:7, p120,1, p220,4, p3:O,3, p4:O,2;

13) X1:3, X2:4, X3:5, )C4:6, p120,1, p2=O,5, p3:O,3, p4:O,1;

14) Xlzl, X2:3, X3:4, )C4:5, p1=0,2,p2=0,6,p3=0,1,p4=0,1;

15) X1:2, X2:4, X3:5, )C4:6, p120,1, p220,6, p3:O,2, p4:O,1;

16) x120, )szl, X3:3, )C4:4, p120,5,p220,3,p320,1,p420,1;

17) X1:—2, XQ:—]., X3:O, )C4:2, p120,1, p220,4, p3:O,3, p4:O,2;

18) Xlz—l, )szo, X3:1, )C4:2, p120,1, p2=O,5, p3:O,3, p4:O,1;

19) x120, )szl, X3:2, )C4:3, p1=0,1,p2=0,6,p3=0,2,p4=0,1;

20) Xlzl, X2:2, X3:3, )C4:5, p1=0,2,p2=0,5,p3=0,1,p4=0,2;
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21) x1=—1, )szo, X3:1, )C4:2, p1=0,2, p220,4,p320,3, p4:O,1;
22) X1:—2, XQ:—]., X3:O, )C4:2, p1:O,3, pZZO,l, p3:O,4, p4:O,2;
23) x120, )szl, X3:3, )C4:4, p120,1, p220,3, p3:O,4, p4:O,2;
24) Xlzl, X2:3, X3:5, )C4:7, p1=0,2,p2=0,1,p3=0,3,p4=0,4;
25) X1:2, X2:3, X3:4, )C4:5, p1:O,4, p2=0,2, ngO,l, p4:O,3;
26) x120, X2:2, X3:3, )C4:5, p1:O,3, p220,4, p3=0,2, p4:O,1;
27) Xlzl, X2:2, X3:3, )C4:5, p1=0,2, p220,3, p3:O,4, p4:O,1;
28) X1:2, X2:3, X3:5, )C4:6, p1:O,3, p220,4, ngO,l, p4:O,2;
29) Xlzl, X2:4, X3:5, )C4:6, p1:O,4, pZZO,l, p3=0,2, p4:O,3;
30) Xlzl, X2:3, X3:4, )C4:5, p1=0,1,p2=0,2,p3=0,3,p4=0,4.

2. Presupunem ca probabilitatea statistica ca un copil nou nascut sa
fie baiat este egala cu 0.51. Se cere: 1) sa se determine repartitia v.a.
care reprezintd numarul de baieti printre 1000 de copii noi nascuti; 2)
sd se calculeze probabilitatea ca printre 1000 de copii noi nascuti
numarul baietilor va fi cuprims intre 300+k si 500+, unde & este
numarul variantei.

3. Numdrul & de particule alfa emise de un gram de substanta
radioactiva intr-o secunda este o v.a.d. cu repartitia Poisson cu
parametrul a, unde a este numarul mediu de particule alfa emise intr-o
secundad. 1) Sa se determine seria de repartitie a v.a.d. & 2)Sa se
calculeze probabilitatile evenimentelor: A = {intr-o secunda vor fi
emise nu mai mult de doud particule alfa} Si B = {intr-o secundd vor
fi emise cinci particule alfa}, C = {intr-o secunda vor fi emise mai
mult de zece particule alfa}. Care este numarul de particule alfa care
corespunde celei mai mari probabilitdti? Sa se considere ca
a=1+0,25n, unde n este numarul variantei.

4. S& se scrie legea de repartitie a variabilei aleatoare & care
reprezintd numarul de aruncéri nereusite ale unui zar pana la prima
aparitie a numarului 4. S& se calculeze probabilitatea ca numarul
aruncarilor nereusite va varia intre 5+k si 15+k, unde k este numarul
variantei..

5. Va.c. & este definita de densitatea sa de repartitie f{x). Sa se
determine: 1) reprezentarea v.a.c. & n Sistemul Mathematica; 2) linia
de repartitie; 3) functia de repartitie #(x) si graficul ei, 4) valoarea ei
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medie; 5) dispersia; 6) abaterea medie patraticd; 7) coeficientul de
variatie; 8) momentele initiale de ordinele pana la 4 inclusiv, 9)
momentele centrale de ordinele pana la 4 inclusiv; 10) asimetria; 11)
excesul; 12) probabilitatea ca & va lua valori din prima jumatate a
intervalului de valori posibile. Functia f{(x) este data pe variante.

B (x-1)/2, xe[13],
”ﬂ”_%,x¢n% ?
_J2(x-1)/9, xe[L4],
°ﬂ”_{a x ¢ [L4];
B (x-1)/2, xe[13],
uﬂﬂ_%,x%ﬂﬂ; ?
~ 2(x-1)/9, xe[L4],
°ﬂ”_{a x ¢ [L4];
| 2x-2, x€[1,2],
3)f(’c)_{o,xgs[l,z]; K
_[(x-1/8, xe[Lh],
~ﬂ”_{ 0, xe[L5];
B 2(x-1)/25, xe[L6],
af@*&@ x 2 [16]; R
B (x-1)/18, xe[L7], B 2(x-1)/49, xe[L8],
fuﬂ_{o, X [L7]; 7Lf@)_{o, x & [L8];
B 2(x-2), x€[23], B (x—2)/2, xe[2/4],
&f@%{o,xgpm; %f@*4@ x £ [2,4];
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2(x—2)/9, xe[25],

1O)f(x):{o x[25]:

11)

[(x-2)/8, xe[28], _[2(x-2)/25, xe[27],
/ (x)_{o, x2[26]; 127 (x)_{o, xe[27];
~2)/18 xe[28],
13)f(x)={(())C L;Sﬁ 28] 14)
B 2(x—2)/49, xe[2,9],
/ (x)_{o, x¢[2.9];
2x—6, xe[34], ~3)/2, xe[35],
15)f(x)={0x xg[s’;]_[ : 1e)f(x)={éx x);[%])f o)
2(x-3)/9, €[3,6],
17)f(x)={0(x x;/[%].x 98] 15)
| (x-3)/8,x€[37], | 2(x-3)/25,x<[38],
/ (x)_{o, xe[37]; 97 (x)_{o, x e [38];
—3)/18,x [39],
zo)f()c)={(§)C xZE/[39;C' 1591
2-x)/2, [0,2],
21) f(x):{é i); [02]).6 [ ]22)
B (4-x)/8, xe[0,4],
/ (x)_{o, x[0,4]; 23)
_[(6-x)/18, x€[0,6], _|®-x)/32, xe[08],
f(x)_{o, x £[0,6]; 24)f(x)_{o, x2[08];
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25) £(x) = {(10 —x)/50, xe[0,10], %)

0, xe[010];
B 21-x), xe<[0]],
s (x)_{o, xe[01];
2(3—-x)/9, €[0,3],
27)f(x)={0( xx;/[ogl.x )
_|2(5-x)/25, xe[08],
f(x)_{ 0, xe[05];
2(7-x)/49, xe[0,7],
29)f(x)={0( x’:{m]. * <075
_[209-x)/81, xe[09],
f(x)_{ x£[04].

6.V.a. & are repartitia normala cu valoarea medie m si cu abaterea
medie patraticd o. 1) s& se instaleze pachetul de programe
Statistics'NormalDistribution’ ; 2) s& se defineasca (introduca) v.a.c.
data ; 3) sa se defineascad (determine) densitatea de repartitie ; 4) s se
construiasca linia de repartitie ; 5) sa se defineasca (determine) functia
de repartitie ; 6) sa se construiasca graficul functiei de repartitie ; 7) sa
se construiasca pe acelasi desen graficele densitatii de repartitie si al
functiei de repartitie ; 8) sa se construiasca pe acelasi desen gfaficele
densitatii de repartitie si al functiei de repartitie astfel, ca grosimea
graficului densitétii de repartitie sa fie egald cu 0,5 din grosimea
standarda, iar grosimea graficului functiei de repartitie sa fie egald cu
0,9 din grosimea standardd; 9) Sa se calculeze probabilitatea ca & sa
ia valori din intervalul [a, B]. Valorile lui m, o, o si B sunt date pe
variante.

L)m=3, 6=2, 0=2, P=8; 2)m=4, 6=2, a=2, P=7; 3)m=5, =2, a=2,
B=6; 4)m=6, =2, a=4, P=9; 5)m=7, 6=2, a=4, B=8; 6)m=9, 6=2,
=6, B=9; 7)m=9, 6=2, a=7, p=12; 8)m 3, 0=3, =2, B=5; 9)m=4,
6=3, a=2, P=7; 10)m=5, 6=3, a=4, P=7; 11)m=6, 5=3, a=4, P=9;
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12)m=7, 6=3, a=6, p=9; 13)m=8, 6=3, a=5, $=9; 14)m=9, 6=3, a=7,
B=10; 15)m=5, =4, a=4, B=8; 16)m=6, c=4, o=4, B=9; 17)m=7,
o=4, a=5, B=8; 18)m=8, c=4, a=5, B=9; 19)m=9, c=4, a=7, p=10;
20)m=6, 0=5, a=4, B=7; 21)m=7, 6=5, =4, p=9; 22)m=8, 6=5, a=5,
B=9; 23)m=8, 6=5, a=6, B=9; 24)m=8, 6=5, a=7, p=9; 25)m=2, 6=2,
o=1, B=3; 26)m=3, 0=2, a=1, f=4; 27)m=4, 6=2, a=1, B=5; 28)m=4,
0=3, a=2, B=5; 29)m=5, 6=2, a=1, f=6; 30)m=6, 6=3, a=2, =8.

7. Tndltimea unui barbat este o v.a. cu repartitia normala.
Presupunem cd aceastd repartitie are parametrii m=175+(-1)"/n cm si
6=6-(-1)"/n cm. Sa se formeze programul de confictionate a
costumelor barbatesti pentru o fabrica de confectii care se refera la
asigurarea cu costume a barbatilor, indltimile carora apartin
intervalelor: [150, 155), [155, 160), [160, 165), [165, 170), [170, 175),
[175, 180), [180, 185), [185,190), [190, 195), [195,200], » fiind
numarul variantei, n=1,2, ...30.

8. Presupunem ca o convorbire telefonicd dureazd in medie 5
minute si este 0 v.a. & de repartitie exponentiald. 1) Sa se introduca n
Sistemul Mathematica d.r. a v.a.c. £ 2) Sa se determine functia de
repartitie si sa se construiascad graficul ei. 3) Daca va apropriati de o
cabind telefonicd imediat dupa ce o persoand a intrat in ea atunci care
este probabilitatea ca o sa asteptati nu mai mult de 2+r/3 minute, unde
n este numarul variantei, n=1,2, ...,30?

9. Un autobus circuld regulat cu intervalul 30 minute. 1) Sa se
scrie In Sistemul Mathematica d.r. a v.a.c. § care reprezintd durata
asteptdrii autobusului de catre un pasager care soseste in statie intr-un
moment aleator de timp. 2) Sa se construiasca linia de repartitie. 3) Sa
se determine f.re si s& se construiascd graficul ei. 4) Care este
probabilitatea c&, sosind in statie, pasagerul va astepta autobusul nu
mai mult de 10+#/2 minute, unde numarul » coincide cu numarul
variantei.

10. Cantitatea anuald de precipitatii atmosferice are repartitie
normald. Presupunem ca anual, cantitatea de precipitatii Tntr-o anumita
regiune este o v.a. aleatoare de repartitie normala de parametrii m =
500 (mm) si o = 150. Care este probabilitatea cd in anul viitor
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cantitatea de precipitatii va fi cuprinsa intre 400+5#n si 500+5n, unde n
este numarul variantei. Dacéd consideram ca un an este secetos cand
cantitatea de precipitatii nu depdseste 300 mm, atunci care este
probabilitatea ca doi din viitorii zece ani vor fi secetosi?

4. Sisteme de variabile aleatoare (v.a.
multidimensionale sau vectori aleatori)

4.1. Introducere

In acest paragraf se contine o trecere in revista a teoriei referitoare
la sisteme de variabile aleatoare (v.a. multidimensionale sau vectori
aleatori) si se propun exemple de rezolvare a problemelor respective
cu ajutorul Sistemului de programe Mathematica. Tn afara de functiile
definite anterior, Tn acest paragraf se aplica si alte functii si optiuni ne
folosite anterior:

Plot3D care construieste grafice ale functiilor reale de doud variabile
reale;

PlotRange care impune valori dorite pe axa Oy in cazul functiei Plot
si — pe axa Oz in cazul functiei Plot3D;

PlotStyle care impune un anumit stil, anumite dimensiuni ale
elementelor graficului;

PointSize care impune dimensiuni dorite ale punctelor graficelor;
ListPoint care construieste punctele cu coordonatele date intr-o lista
Apply[Plus,p,1] care calculeazd suma elementelor liniilor matricei p
si scrie aceste sume in forma de o linie.
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4.2. Sisteme de variabile aleatoare (v.a.
multidimensionale). Functia de repartitie

4.2.1. Notiune de v.a. multidimensionale

Rezultatul unor experiente aleatoare sunt descrise nu cu 0 singura
variabild aleatoare dar cu ajutorul a doud, trei sau mai multe variabile
aleatoare. Tn acest caz spunem ci avem de a face cu un sistem de
variabile aleatoare (v.a. multidimensionale sau vectori aleatori),
prescurtat, s.v.a.

De exemplu, coordonatele punctului de aterizare a unui aparat
cosmic reprezinta un sistem de doud variabile aleatoare.

Definitie. Fie (Q, K, P) un cdmp de probabilitate si §:Q-R,
nN:Q-R sunt doua variabile aleatoare. Se numeste sistem de doua
variabile aleatoare ( v.a. 2-dimensionala sau vector aleator 2-
dimensional) o functie £:Q - R?, unde {(w) = (§(w),n(w)), 0eQ.

Sistemul de variabile aleatoare definit de variabile aleatoare & si n
se noteaza cu (€, 1).

Asemanator se defineste si un sistem de » variabile aleatoare. Un
sistem de n variabile aleatoare se numeste Si v.a. n- dimensionala sau
vector aleator n-dimensional.

V.a. & si m, care definesc sistemul de variabile aleatoare (&, n) se
numesc variabile aleatoare marginale, iar legile lor de repartitie se
NUMESC legi de repartitie marginale.

4.2.2. Functia de repartitie

Pentru a simplifica scrierile, Tn cele ce urmeaza vom considera un
sistem de doua variabile aleatoare.

Definitie. Fie (§, n) un sistem de doud variabile aleatoare. Se
numeste functie de repartitie a acestui sistem functia F:R*-R
definitd prin egalitatea

Flx,y)=PE<x;n<y). 1)
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Ca si in cazul unei variabile aleatoare partea dreaptd a egalitatii
(8.3.2.1) reprezinté probabilitatea evenimentului

{weQ: {(w) <xsin(w) <y} = {&<x}{n<y}.
4.2.3. Proprietati ale functiei de repartitie

Functia de repartitie F(x, y) a unui s.v.a. (&, n) are proprietatile:

1) 0< F(x, y) <1, V(x, »)eR*;

2) F(x, y) este nedescrescatoare n raport cu fiecare variabila x sau
y in parte;

3) F(x, y) este continud la stdnga n raport fiecare variabila x sau y
in parte;

4) F(—o, y) = F(x, —0) = F(—0, —0) = 0;

5) F(o0, ) = 1;

6) Au loc egalitatile

F(, y) = Fy), F(x, ) = Fy(x), 2

unde Fx(x) si F,(v) sunt functiile de repartitie ale variabilelor aleatoare
& si, respectiv, 1, adica sunt functiile de repartitie marginale.

4.2.4. Probabilitatea ca un s.v.a. sa ia valori dintr-un
dreptunghi. Independenta v.a

Fie R un dreptunghi cu laturile paralele cu axele de coordonate si cu

varfurile (o, v), (B, 7), (B, d) si (a, 8):
R={(x,y):a<x<B,y<y<d}

Atunci probabilitatea P[(§, n)€R] ca punctul aleator (&, n) sa apartina

dreptunghiului R se calculeaza conform formulei

P[(& m)eR] = F(B, 8) — F(a, 8) — F(B, v) + Flo, 7). (©)
Definitie. Vom spune cav.a. §,n  sunt independente daca

P[(&, m)eR]=
Pla<¢<pBy<n<dl=Pla<é< PPy <n<d).
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4.2.5. Functia de repartitie conditionata

Definitie. Se numeste functie de repartitie conditionatd a unei
variabile aleatoare dintr-un sistem (&, m) functia ei de repartitie
calculata cu conditia ca cealalta variabila aleatoare ia o valoare dintr-
un anumit interval.

Fie ca F(x, y) este functia de repartitie a sistemului de variabile
aleatoare (&, m). Din definitia functiei de repartitie si formula de
inmultire a probabilitatilor obtinem:

Flx,y) = PE<x;m <y) = PE<x)-P[n <») | (€< 0] =
F@)P[(n <») | €<l

Fa(vle <x) = Pl(n <) I <2)],

din egalitatea precedenta obtinem

Notand

F(x, y) = Fix)Fy(y | & < ). (4)
Asemanator se obtine egalitatea
F(x, y) = F0)Fe(x In <), ()

unde
FexIn <)) =PlE <x) [ (n <]

Functia Fg(x| n<y) este functia de repartitie a variabilei
aleatoare & conditionata de evenimentul (n<y), iar F,(y | & <x) este
functia de repartitie a variabilei aleatoare m conditionata de
evenimentul (§ < x).

Daca & si m sunt variabile aleatoare independente, atunci

Fe(xIn <y) = Fu(x) si Fy(v [ € <x) = Fy()
si din (8.3.2.4) si (8.3.2.5) rezulta:
E(x, y) = Fe(x)-Fy (). (6)
Egalitatea (8.3.2.6) este o conditie necesara si suficienta ca variabilele
aleatoare & si n din sistemul (§, 1) sa fie variabile aleatoare
independente

4.2.6. Exemple
Exemplul 1. S.v.a. (§, ) are functia de repartitie
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1-37%-37 +37 (x,y)eD,

F(x’y)z{o, (x,) & D;

unde
D={(x,y): 0<x<ow, 0<y<w}

1) Sa se introducé 1n Sistemul Mathematica functia F(x,).
2) Sa se construiasca graficul functiei F(x,y) pe domeniul
D, ={(x,y): 0<x<2, 0<y<3}

3) Sa se calculeze probabilitatea ca punctul aleator (&, n) sa apartina
patratului
D, ={(x,y): 0<x<1/2, 0<y<1/3}

Rezolvare. 1) Introducem functia de repartitie F(x,y) in Sistemul
Mathematica.

In=F[x_y |:=1-37*-37+3"";

Observatie. Tn cele trei linii imediat precedente este scris acelasi text
in trei moduri diferite. Tn prima din aceste linii a fost introdusi
instructiunea respectiva din Mathematica Tn Word aplicand
algoritmul : Edit, PasteSpecial, Picture(EnhancedMetafile), OK ; in a
doua — algoritmul : Edit, PasteSpecial, Picture, OK. n linia a treia
acelasi text este scris in Word. Care mod de scriere este mai « potrivit
»?...

2) Construim graficul functiei F(x,y) cu ajutorul functiei Plot3D
care construieste graficul functiei de doua variabile.
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3) Calculdm probabilitatea ceruta conform formulei (3).
Am obtinut P((&,n)eDs) ~ 0,129601.

Rezolvarea exercitiului s-a terminat. Scoatem expresia atribuitd
functiei F(x,y) in acest exemplu.
In[k1+4]:=Clear|[F]

4.3. V.a. multidimensionale de tip discret si caracteristicele
lor numerice

4.3.1. Definitia s.v.a. de tip discret (s.v.a.d.)
Daca in s.v.a. (§ n) v.a. & si n sunt de tip discret, atunci acesta se
numeste sistem de v.a. de tip discret (s.v.a.d.).
Din definitie rezultd cd multimea de valori ale unui sistem de
variabile aleatoare discrete este 0 multime finitd sau infinita, cel mult,
numerabila.

4.3.2. Matricea de repartitie
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Fie (&, n) ov.ad., iar x, xz, ..., Xm X1 < x2 < ... < X, sunt valorile
posibile ale v.a. &, y1, va, ..y Vi, Y1 <2< ... <y, sunt valorile posibile
ale variabilei aleatoare n si

pi=PE=x;n=y) (7
sunt probabilitatile ca v.a. (§, n) sa primeasca valoarea (x; y,), i = 1,
2,...,m;j=1,2,.., n. Cumevenimentele (§, n) = (x;,»), i =1, 2,...,
m;j=1,2,..., n, formeaza un sistem complet de evenimente, are loc

egalitatea
Z i=lz s Pi =T 1 (8)

Este comod sa scriem repartitia v.a. (§, n) In formd de tabel
(tabelul (9)), care se numeste matrice de repartitie . Aceasta repartitie
se mai numeste si repartitie in ansamblu a v.a.

E\n [»n b2 e | Y cee | Vn
X1 P11 P12 p]_/' o | P
X2 P21 P22 s pz/ o | Pon
Xi yZi Di2 - | Dij oo | Pin
Xm Pm1 Pm2 e pmj voo | Pmn

©)

Avand matricea de repartitie (9), se poate calcula functia de repartitie
a sistemului (&, n) conform formulei

F(x, y) = 2 2ry (10)

X;<x y;<y

4.3.3. Determinarea repartitiilor marginale
Fie (¢, n) un sistem de variabile aleatoare discrete cu matricea de
repartitie (9). Valorile posibile ale variabilei aleatoare & sunt xi,
X2,..., X Probabilitatile Py Puyr oo Py ale acestor valori se

calculeaza conform formulelor

pxi :Z_/leify i= 11 21"'1 m, (11)
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Repartitia marginala a variabilei aleatoare & este:

X, Xy o X,
: , 12
E-’ ]9xl pxz = pxm ( )

iar repartitia marginald a variabilei aleatoare m din sistemul (&, n) cu
repartitia in ansamblu (9) este:

LHY D S PR S (13)
Py, Py, = P,
unde
Py, zzizlpy‘ J=1,2,...,n (14)
Evident, cd daca variabilele aleatoare sunt independente, atunci
pl.ijx;pv‘,‘v’ i=1,2,....mj=1,2,..., n (15)
i o

Este valabila si reciproca.

4.3.4. Caracteristici numerice ale unui s.v.a.d
Definitie. Se numeste moment initial de ordinul k+s al s.v.a.d.
(&, n) marimea, notatd cu oy, Si egald cu speranta matematicd a
produsului &n*:
Os = M[EM], ks=0,1,2,... (16)
Din (16) si formula de calcul al valorii medii a v.a.d., rezulta
formula de calcul al momentelor initiale :

m n k s
=D D N YIPy | ks=0,1,2,..(17)
Momentele initiale de ordine 1+0 si 0+1 coincid cu valorile medii
ale variabilelor & si, respectiv, n. Formulele de calcul ale valorilor

medii sunt:
ME=2 > xp, My=3 > yp,.  (18)

Aceste valori medii se noteaza si cu mg $i m,. Valorile medii pot fi
calculate si pe baza repartitiilor marginale:
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Mfzzxipxi ! Mn:zy]pyj ' (19)

Definitie. Se numeste moment centrat de ordinul k+s al sistemului

de variabile aleatoare (&, n), marimea notatd cu p,,, egald cu speranta
matematica a produsului variabilelor centrate ﬁfﬂi :

i, =MIEMS] £ 5=0, 1,2, (20)
Formula de calcul al momentelor centrate este:

m n k s
M= 0 0 = me) (v, =m) Py ks=0,1,2,... 21)
Momentul centrat p,o este dispersia variabilei aleatoare &; iar

momentul centrat o, este dispersia variabilei aleatoare 1. Formulele
de calcul al dispersiilor sunt:

D¢ = ZZ(xi _mg)ng/ , Dn= ZZ(_)// —mn)zpi/ . (22)

Dispersiile pot fi calculate si pe baza repartitiilor marginale:
DE=Y (e, ~m fp, . Dn=2.(,=m,)'p, . (23)
Abaterile medii patratice ale variabilelor & si n se definesc prin

egalitatile
o.=yD. o,=\D, (24)
Definitie. Momentul centrat de ordinul 1+1 se numeste covarianta
sau moment de corelatie a sistemului de variabile aleatoare.
Covarianta unui sistem de variabile aleatoare (&, n) se noteaza cu
Cey , SauU cu cov(E, m). Formula de calcul al covariantiei este

CFJI = z [:12 _/:1(xi - mé)(y./ - mﬂ)p!/ . (25)

Daca Cy, = 0, atunci se spune ca variabilele aleatoare & si n sunt

necorelate. Daca Insa Cg, Z 0, atunci se spune ca & si n sunt corelate.
Au loc egalitatile

. Cin = Cné ) Cié = Dé’ Cnn = Dn- (26)
Matricea
C C
Cov (&,m) = [ = j 27
Cnc"; Cnn ( )
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se numeste matrice a covariantelor.

Definitie. Se numeste coeficient de corelatie a unui sistem de
variabile aleatoare (&, n) marimea, notatd cu rg, (sau ke,) Si definita
prin egalitatea

C
_ &n
Ten chn . (28)
Matricea
[T Ten
K = [r . j (29)
ng m

se numeste matrice a corelatiilor.

Propozitie (Proprietatile coeficientului de corelatie). Coeficientul
de corelatie rz poseda urmatoarele proprietati:

1) Daca variabilele aleatoare ¢ si n sunt independente, atunci re, =
0.

2) Are loc relatia —1 < rs<1.

3) Daca rg = 1, atunci intre ¢ §i n exista, cu probabilitatea 1, o
dependenta functionala liniara de forma n = a& + b, unde a > 0.

4) Daca rs = —1, atunci intre n §i ¢ exista, cu probabilitatea 1, o
dependenta functionala liniara de forma n = a& + b, unde a < 0.

5) Daca intre n si ¢ exista, cu probabilitatea 1, o dependenta
functionala liniara de forma n = aé + b,atunci | rgv,?l =1

6) Daca rg = 0, atunci de aici nu rezulta ca variabilele n si & sunt
independente. Rezulta doar faptul ca & si n sunt necorelate, adica
intre £ 5i n nu existd o dependenta functionalaar. O alta dependenta
este posibila.

7) Au loc egalitatile rez = ry,, =1.

Remarca. Reciproca proprietatii 1) nu are loc deoarece poate fi
adus un Contraexemplu de 2 v.a. dependente, dar pentru coeficientul
lor de corelatie sa fie diferit de zero.
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4.3.5. Exemplu de determinare a caracteristicelor
numerice
Exemplul 2. Se da un sistem de variabile aleatoare (&, n) prin
matricea sa de repartitie:

E\n | 10 15 20 25
5 a 0,10 0 0
10 0 0,2 0,10 0,05
15 0 005 | 015 0,20

(30)
Se cere: 1)sa se defineasca (introducd) Tn Sistemul Mathematica
sistemul de v.a. dat; 2) sa se determine constanta a; 3) s& se introduca
in Sistemul Mathematica sistemul de v.a. dat cu precizarea valorii
parametrului a; 4) sa se calculeze valorile medii me Si m,; 5) sé se
calculeze dispersiile D: si D,; 6) sa se calculeze abaterile medii
patratice o i oy,; 7) sa se calculeze covariatia C:,; 8) sa se calculeze
coeficientul de corelatie r:,; 9) sa se scrie matricea covariatiilor; 10)
sa se scrie matricea corelatiilor.

Rezolvare. 1) Introducem sistemul de v.a. (&, n)in Sistemul
Mathematica in forma de o listd elementele céreia sunt liste ale
elementelor din liniile tabelului (30), pe care o notdm cu p&n.

Scriem lista p&n n forma de matrice

Am obtinut matricea p&n. Trebuie sa avem n vedere care elemente
din aceasta matrice sunt valorile posibile ale variabilelor aleatoare si
care sunt probabilitati.

2) Determinadm constanta « din conditia (8).

Am abtinut ¢ = 0,15.

3) Scriem matricea (31) cu valoarea determinatd a parametrului a
si notdm matricea obtinutd cu p.

Scriem lista p in forma de matrice

Am obtinut matricea p.
4) Calculam valorile medii m i m,, conform formulelor (18).
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Am obtinut valorile medii m: = 10,75 si m, = 18.
5) Calculam dispersiile conform formulelor (22).

Am obtinut dispersiile D: = 15,6875 si D,, = 26.

6) Calculam abaterile medii patratice conform formulelor (24).
Am obtinut o = 3,96074 si o= 5,09902;

7) Calculam covarianta conform formulei (25)

8) Calculam coeficientul de corelatie. Aplicam formula (28)

9) Scriem matricea covariantelor (27), tinand cont de (26) si
rezultatele punctului 5.

10) Scriem matricea corelatiilor conform (29) si tinand cont de
proprietatea 8 a corelatiei.

Rezolvarea exercitiului 2 s-a terminat.

Exemplul 3. Fiind dat sistemul de variabile aleatoare (&,n) definit
in exemplul 2 prin matricca (30), se cere: 1) sd se
determine repartitiile marginale ale v.a.d. & si n; 2) sa se determine
dacd v.a.d. & si n din sistemul (€, ) sunt independente sau nu.

Rezolvare. 1) Repartitiille marginale pot fi determinate conform
formulelor (11) — (14). Definim doi vectori x si y, coordonatele cdrora
sunt valorile posibile ale v.a. § si, respectiv .

Definim matricea pxy elementele cdreia sunt probabilitatile din
matricea p.

Scriem matricea pxy in forma matriceala.
Determinadm probabilitatile coordonatelor vectorilor x i y.
Scriem repartitiile marginale Tn formad matriceala.
Am obtinut repartitiile marginale ale variabilelor & si nt
2) Conform teoriei trebuie verificate egalitatile (15). Construim

matricea pxipyj elementele cdreia sunt Px Py, , nmultind n

prealabil, separat, fiecare probabilitate 7~ din repartitia marginald a
lui € cu probabilitatile din repartitia marginald a lui n. Astfel creénd
liniile matricei pxipyj.

Scriem liniile matricei pxipyj in forma matriceala
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Scriem alaturi si matricea pxy alcatuitda din probabilitdtile
sistemului (&, n):

Observam ca elementele acestor matrice nu coincid. Facem concluzia

ca v.a. & si n di sistemul (€, ) dat in exemplul 2 sunt dependente.
Rezolvarea exemplului 3 s-a terminat.

4.3.6. Repartitii conditionate

Definitie. Prin repartitie conditionata a unei variabile aleatoare
discrete din sistemul (&, ) se Tntelege repartitia acestei variabile cu
conditia ca cealalta variabild ia o valoare concreta.

Fie (& n) un sistem de variabile aleatoare discrete cu matricea de
repartitie (9). Vom stabili o regulda de determinare a repartitiilor
conditionate ale variabilelor & si .

Din formula de inmultire a probabilitatilor avem:

pi = P(E=xin=y) = P=y)PE=x:In=y) = P», -PE=xIn=y).
Notind cu 7 x'», probabilitatea cd & = x; cu conditia cd n = y;:

Puly, = PE=xIn=y),
din egalitatea precedenta obtinem:

_ Py
Py, = i=L 20 mj=1,20 . (33)
Deci repartitia variabilei aleatoare & conditionatd de ) = y; este
X, X, X,
|y, L j=1,2..,n (34
Ely pxl‘yj pxz‘yj pXm‘yj J (34)

Asemdnator se aratd ca repartitia variabilei aleatoare n
conditionatd de evenimentul & = x; este:

n|x ] [ M1 Yoo e Wy J (35)
i ,i=1,2,...,m, 35
pyl‘xi pyZ‘xi pyll"xi

unde
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Pyl =, i=1,2,.,mj=12..n (36)

4.3.7. Caracteristice numerice ale v.a. conditionate.
Caracteristicele numerice ale variabilelor & si n calculate pe baza
repartitiilor conditionate (34) si (35) se numesc caracteristici
numerice ale v.a. conditionate.

Definitie. Se numeste valoare medie conditionata a unei v.a. din
sistemul (&, n) valoarea medie a uneia din v.a. calculatd cu conditia
ca cealaltd variabila aleatoare ia 0 valoare concreta.

Valoarea medie a variabilei & conditionata de evenimentul n =y, se

noteazd cu M/ | yj] ,j=1,2,..., n, iar valoarea medie a variabilei

n conditionata de evenimentul & = x; se noteazd cu M/n|x, ], i=1,

2,..., m. Din definitia precedentd, (34), (35) si formula de calcul a
valorii medii rezulta ca:

Mgl 1=2 T %P, ), j=1,2..n 37)

M[n

x1=2" vy iz 2 m (39)
Cum in definitiile momentelor initiale si a momentelor centrate ale

unui sistem de variabile aleatoare se contine notiunea valoare medie,
pot fi definite si momentele respective conditionate.

4.3.8. Notiune de regresie
Definitie. Se numeste regresie a variabilei aleatoare & in raport cu
nfunctia x = M/[& | y] definitd pe multimea valorilor posibile ale lui
1. Se numeste regresie a variabilei aleatoare 1 in raport cu & functia
vy = M][n|x] definita pe multimea valorilor posibile ale lui &.
Exemplul 4. Fiind dat s.v.a.d. (§n) definit in exemplul 2 prin
matricea (30), sa se determine : 1) repartitia v.a.d. & conditionatd de
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evenimentul (n=10); 2) repartitia v.a.d. n conditionatd de
evenimentul (§=15); 3) valoarea medie conditionata a v.a.d. &;
4) valoarea medie conditionata a v.a.d. n ; 5) sa se determine in forma
de matrice functia de regresie a v.a.d. & ; 6) sa se determine in forma
de matrice functia de regresie a v.a.d. & ; 7) linia de regresie a v.a.d.
& In raport cu n; 8) linia de regresie a v.a.d. n in raport cu &.

Rezolvare. Sistemul de v.a.d. a fost introdus n Sistemul
Mathematica cu ajutorul matricei p. Vom folosi si vectorii x si y care
au fost definiti Tn exemplul 3.

1) Determindm repartitia v.a.d. & conditionatd de evenimentul
(n=10). Notam lista probabilitatilor din aceasta repartitie cu £10.
Scriem repartitia conditionata obtinuta in forma de matrice.

2) Determinam repartitia v.a.d. n conditionata de evenimentul
(¢=15). Notdm lista probabilitatilor din aceasta repartitie cu n15.
Scriem repartitia conditionata obtinuta in forma de matrice.

3) Determinam sperantele matematice conditionate ale v.a.d. & si
notam cu mé&n lista lor.

4) Determinam sperantele matematice conditionate ale v.a.d. n si
notdm cu mn¢ lista lor

5) Scriem Tn forma de matrice functia de regresie a v.a.d. .

6) Scriem Tn forma de matrice functia de regresie a v.a.d. .

7) Construim linia de regresie a v.a.d. & In raport cu n.

14 [ ]
12

10 )

lé 14 lé 18 26 22 24
8) Construim linia de regresie a v.a.d. n in raport cu &.
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257

20 t

15+

10 -

8 10 12 14

Rezolvarea exemplului s-a terminat. Scoatem valorile atribuite
notatiilor in exemplele 2, 3 si 4. Aceasta trebuie efectuat, deoarece Tn
careva din exemplele urmatoare aceste notatii se vor folosi iardsi, dar
vor reprezenta alte entitati.

4.4. Vectori aleatoari continui (v.a.c.)

4.4.1. Notiuni generale
Dacd v.a. & si n, care formeaza sistemul (&, n), sunt v.a. de tip
(absolut) continue, atunci se spune ca (&, m) este un sistem de
variabile aleatoare de tip (absolut)continue, prescurtat, s.v.a.c.

Unele notiuni referitoare la un s.v.a.d. sunt comune si pentru un
s.v.a.c. Asa sunt notiunile de f.r., functii de repartitie marginale,
functii de repartitie conditionate, momentele initiale, momentele
centrate, regresia. Aceste notiuni au fost definite Tn punctele
precedente. De aceea nu vom repeta aici aceste definitii, dar vom
defini valoarea medie, vom face unele precizari, care rezulta din faptul
cd (¢ n) este un s.v.a.c. si vom scrie formulele de calcul ale
momentelor.
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Tn cele ce urmeaza vom considera cd (&, m) este un s.v.a.c. i
functia de repartitie F(x, y) a acestui sistem este continua impreuna cu
derivatele partiale

OF 0F 9°F  0°%F
g’ 0y ' 9x 0y $I@y&x'

4.4.2. Densitatea de repartitie (d.r.) si proprietatile ei
Prin definitie, Densitatea de repartitie (in ansamblu) a unui sistem de
variabile aleatoare continue (¢, ) cu functia de repartitie F(x, y) este
functia f{x,y) definitd prin formula

_9°F
f(x,p)= ox oy - (39)
Densitatea de repartitie are proprietatile ce urmeaza.
1) flx,y) > 0, V(x,)eR?;
2) I If(x,y)dxdy=l (40)

4.4.3. Probabilitatea ca un punct aleator (&, 1) sa apartina
unui domeniu méarginit si inchis D
Se calculeaza conform formulei

Pi(gm)e D1= ([ f(x,»)dxdy (41)

4.4.4. Functia de repartitie exprimata prin densitatea de
repartitie
Functia de repartitie a unui sistem de variabile aleatoare continue se
exprima prin densitatea de repartitie conform formulei

F(x,y)=jfmjio S (x,y)de dy (42)

4.4.5. Exprimarea functiilor de repartitie marginale prin
densitatea de repartitie a sistemului
Cum F:(x) = F(x, ) si F(y) = F(, »), din (8.3.4.1) rezulta:
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Foo)=[ ac | flxma

Fo)=[ " a | fx,o)ar

(43)
Formulele (43) sunt formulele de exprimare a functiilor de
repartitie marginale prin densitatea de repartitie a sistemului.

4.4.6. Exprimarea densitatilor de repartitie marginale
prin densitatea de repartitie a sistemului
Densitatile de repartitie marginale f:(x) si f,,(») se obtin, prin derivare,
din functiile de repartitie marginale:

oF oF
- & S
fe(x)= p™ (x), /A() oy (»). (44)
Din (43) si (44), tindnd cont de regula de derivare a integralei in raport
cu limita superioard de integrare, obtinem:
e = [ ramya o f00 =7 fyyan (45)

4.4.7. Formule de calcul pentru caracteristicelor numerice

ale unui s.v.a.c
Din formula de calcul a valorii medii a unei variabile aleatoare
continue rezultd ca

ME=[x fulg)dx, My=[y f,0)dy.  (46)

Formulele de calcul ale valorilor medii exprimate prin densitatea de
repartitie a sistemului sunt:

M= [ [afep)dsdy M= [ [f (. 0)dsdy

—00—00 —00—00

(47)  Momentelor initiale si momentele centrate pot fi calculate cu
ajutorul formulelor
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N I L A A R T (48)

ne= [ [ Gem ) =m ) f ey (ag)

In particular, dispersiile si covarianta se calculeaza conform
formulelor:

Dé=[[ec—m. ) fcydcdy,  (50)
Dy={[@-m, 7 fcydcdy, (5

C., :j:j:(x—mé)(y—mn)f(x,y)dxdy. (52)

Formulele da calcul al abaterilor medii patratice si al
coeficientului de corelatie sunt cele din paragraful 4.2.

Dispersiile pot fi calculate si pe baza densitdtilor de repartitie
marginale. Tn acest caz avem:

D¢=[(c=m. ) fo(x)dx, Dn=[(=m, )" f,@) dy . (53)

4.4.8. Variabile aleatoare independente
Variabilele & si n din sistemul (&, 1) sunt independente atunci Si
numai atunci, cand d.r.

S, y) = f.()f,(v) saufr. F(x,y)=F.(x)F () (54)

4.4.9. Densitate de repartitie conditionata
Notdm cu f(x| y)densitatea de repartitie a variabilei aleatoare & cu
conditia c& n ia valoarea y si cu f,(v|x) densitatea de repartitie a
variabilei aleatoare n cu conditia ca & ia valoarea x. Au loc egalitatile :

f(x,) f(x,y)
R TR o s 5

si deci, tinand cont de (45), obtinem
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) S (x>, y) (o) S (x. )
D=1 reya U= G

fg(x

(56)

4.4.10. Caracteristici numerice condifionate. Regresia
Din definitia d.r. conditionate definite mai sus si formula de calcul a
valorii medii a unei v.a. continue rezulta ca:

Mg =[x folx|y) e

M[nIX]:jiyfn(ylx)dy _ (57)

Graficul functiei M/¢ | y] , ca functie de argumentul y, se numeste
linie de regresie a variabilei § in n, iar graficul functiei M/7|x] , ca
functie de argumentul x, se numeste linie de regresie a variabilei n n
€. Evident, cd daca variabilele & si n sunt independente, atunci liniile
de regresie reprezinta doua functii constante, egale, respectiv, cu
ME, Mn.

4.4.11. Exemple

Exemplul 5. Se da d.r. in ansamblu a s.v.a.c. (§,n) :

Sy =a-e T (g eR?,
Se cere: 1) sa se determine constanta a; 2) sa se introducd
(defineasca) d.r. in ansamblu in Sistemul Mathematica; 3) sa se
construiascd  graficul d.r. in ansamblu; 4) s& se calculeze
probabilitatea ca s.v.a. sa ia valori din dreptunghiul
R={(x,y) e R*:0<x<1;0<y<15};

5) sa se determine d.r. marginale ale variabilelor & sin; 6) sa se
determine dacd v.a. & si n sunt dependente sau independente.

Rezolvare. 1) Determinam constanta « din conditia (40).

V19
Am obtinut a = - Deci densitatea d.r. in ansamblu a sistemului

(&, m) este
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Vlg —4x%-2xy-5y?
f(x,y)= Te AR , (x,y)eRz. (58)
2) Introducem d.r. in ansamblu (58) in Sistemul Mathematica.

3) Construim graficul functiei f{x,y) folosind functia Plot3D.

Observam ca o parte din graficul functiei f{x,y), si anume punctele
care au a treia coordonatd mai mare ca 0,3, nu este reprezentatd pe
desen. De aceea vom folosi 0 optiune speciald a functiei Plot3D, care
impune valori dorite pe axa Oz. Avand in vedere cd valoarea maxima

a functiei f{x,y) nu depaseste V19/7 <15, vom cere ca pe axa Oz sa

fie indicare valorile de la 0 pand la 1,5. Aceasta se poate face cu
ajutorul functiei PlotRange.
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4) Calculeze probabilitatea ca s.v.a. sa primeascd valori din
dreptunghiul R cu ajutorul formulei (41).

Am obtinut P((§,n)€R) = 0,213882.
5) Determinadm d.r. marginale cu ajutorul formulelor (45).

Am obtinut repartitiile marginale

_ 19 9,245 _ 1 19 5,204
f.g(x)—\/Sne : fn(y)—zw/n e :

6) Pentru a determina dependenta sau independenta v.a. & sin
folosim egalitatea (54) pentru d.r. Calculdm produsul densitatilor de
repartite marginale.

Cum produsul obtinut nu coincide cu d.r. in ansamblu f{x,y), rezulta ca
v.a. & si m sunt dependente.

Rezolvarea exemplului 5 s-a terminat.A

Exemplul 6. Fiind dat s.v.a.c (&, ) definit in exemplul 5 prin d.r.

in ansamblu (58), sa se determine : 1) valorile medii m. si m, ; 2)
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dispersiile D, si D, ; 3) abaterile medii pétratice o. si o, ; 4)
covarianta Cf ; 5) coeficientul de corelatie 7, ; 6) matricea

covariantelor Cov[§,n] ; 7) matricea corelatiilor K.

Rezolvare. 1) Pentru calculul sperantelor matematice folosim
densitatile de repartitii marginale, determinate in exemplul precedent,
si formulele (46).

Am obtinut valorile medii m. =0si m, =0.

2) Pentru calculul dispersiilor folosim repartitiille marginale si
formulele (53).

Am obtinut dispersiile D, =5/38 si D, =2/19.

3) Determinam abaterile medii patratice ca radacinile patratice din
dispersii.
Am obtinut abaterile medii patratice 0. =v5/38 si g, =v2/19

4) Determinam covarianta folosind d.r. in ansamblu f{x,y) datd prin
formula (58) si formula (52).

Am obtinut valoarea covariantei C & = —1/38.
5) Calculdm coeficientul de corelatie conform formulei (8.3.28).

Am obtinut coeficientul de corelatie 7;, =~ 1/2+/5
6) Determindm matricea covariantelor conform formulei (27).

7) Determindm matricea corelatiilor prin formula (29).

Rezolvarea exemplului 6 s-a terminat.

Exemplul 7. Fiind dat s.v.a.c. (§,m) din exemplul 5, sa se
determine : 1) d.r. a v.a. § conditionatd de evenimentul n = y; 2) d.r. a
v.a. n conditionatad de evenimentul & = x; 3) functia de regresie a v.a.
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€ Tn raport cu  ; 4) functia de regresie a v.a.  in raport cu &; 5) liniile
de regresie.

Rezolvare. Datele si rezultatele intermediare ale exemplului au
fost introduse Tn Sistemul Mathematica in exemplele 5 si 6. Folosim
unele din ele la rezolvarea exemplului dat.

1) Pentru determinarea d.r. a v.a. & conditionatd de evenimentul n = y
folosim prima din formulele (55).

Am obtinut densitatea de repartitie a v.a. & conditionatd de
evenimentul n=y:
fg (x]y) = iefnz —2xy-y? /4.
T
2) Pentru determinarea densitatii de repartitie a v.a. n conditionata
de evenimentul & = x folosim a doua din formulele (55).

Am obtinut densitatea de repartitie a v.a. n conditionatd de
evenimentul &=x:

<frl(y|x):JEex2/52xy5y2.
s

3) Pentru a determina functia de regresie a v.a. & in raport cu n, pe
care 0 notdm cu M¢g|[y], aplicdm prima din formulele (57).

Am obtinut functia de regresie a v.a. & in raport cu n: x = y/4.
4) Pentru a determina functia de regresie a v.a. 1 In raport cu &
aplicdm a doua din formulele (57).

Am obtinut functia de regresie a v.a. n in raport cu &: y = x.
5) Construim liniile de regresie ca grafice ale functiilor de regresie.
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Rezolvarea exemplului 7 s-a terminat.

4.4.12. Teorema Limita Centrala si Legea Numerelor Mari
pentru variabile aleatoare independente, identic
repartizate (v.a.i.i.r)

Teorema Limita Centrald (TLC) si Legea Numerelor Mari (LNM)
reprezintad rezultatele de varf din Teoria Probabilitatilor. Astfel, TLC
vine sa generalizeze Teorema Limita Centrald (forma Moivre-Laplace,
sec.XIX)), privind calculul valorilor aproximative ale probabilitatii
din schema (repartitia) Binomiald, extinzand-o si asupra asupra unor
repartitii diferite de cea Binomiald. LNM, care este , de fapt,
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consecinta a TLC, serveste in calitate de model matematic pentru
aplicarea Principiului Regularitatii Statistice.

Teorema Limita Centrala (pentru v.a.i.i.r.). Fie &), ey &y ..
un sir de v.a.ii.r. cu media M &=a si dispersia D Qﬂ:az, i=12, ...,
atunci, pentru n—w, probabilitatea

Y _ 1t e
Pl + &+t &y -nra)/oNn <x]— D(x) = T e dt.

T -0

Consecinta 1. [n conditiile TLC pentru v.a.i.i.r., atunci cand n este
suficient de mare are loc aproximarea urmdtoare:

X—na

P+ &t &, <a)= D o_\/; ).

Consecinta 2 (LNM pentru v.a.ii.r.). In conditile TLC pentru
v.a.i.i.r., atunci cand n—o are loc convergenta urmatoare
P(| @ + &t E)n-a| <¢) —I
pentru orice >0, oricdt de mic ar fi acesta.
Consecinta 3. In conditiile TLC pentru v.a.i.i.r., atunci cand n este
suficient de mare, are loc aproximarea urmdtoare:

&

P(| (& +Ertt E)n-a| <¢) = 20(——=)-1.

oNn
pentru orice >0, oricdt de mic ar fi acesta.

Consecinta 4. (LNM in forma Bernoulli, sec. XVII). Fie un
experiment aleator & iar A un eveniment aleator pentru care
p=P(A)>., Atunci, cand n—x, pentru frecventa relativa f,(A) are loc
urmatoarea convergenta:

P\ fyp|<e)—1
pentru orice >0, oricdt de mic ar fi acesta.

Remarcd. Consecinta 2 arata, de fapt, ca media aritmetica a n
valori observate a uneia si aceleiasi v.a. tinde, atunci cand n tinde la
infinit, la o constanta egala cu valoarea medie a acestei v.a.
Consecinta 3 arata cum poate evaluata viteza de convergenta
mentionata anterior. Consecinta 4 justifica,de fapt, din punct de
vedere matematic Principiul Regularitatii Statistice.
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4.4.13. Exercitii pentru lucrul individual si lucrari de
laborator
1. Se da f.r. a unui s.v.a. (&,n) definit prin f.r.

F (1 1 1 1 )
(x,y) = ;arctg x +§ . ;arctg X+ 5 (xy)eR’,
Si un domeniu

Dy ={(x,»):0<x<1+nl5 0<y<1l+n/6}

unde n este numarul variantei. Sa se determine: 1) graficul functiei
F(x,y) pe domeniul Dy; 2) probabilitatea P((§,n)€Ds).

2. Fiind datd matricea (legea) de repartitie a unui s.v.a.d. (§,n):

En [y |y2 |» |
X1 pPu | P P13 | Pua
X2 P21 | P2 | P23 | P2
X3 P31 | P2 | P33 | P
sa se determine: 1) constanta a; 2) valorile medii m: si m,; 3)
dispersiile D: si D,; 4) abaterile patratice medii o;, c,,; 5) covarianta
C:,; 6) coeficientul de corelatie r:,, 7) matricea covariantelor; 8)
matricea corelatiilor. Valorile parametrilor sunt date pe variante.

1) )C1:20, XQ:25, )C3:30, y1:5, y2:10, y3:15, y4:20, pu=a, p1220,06,
p13=0, p1=0, p»=0,04, p»»=0,2, p»=0,3, p2=0,05, ps=0, pz=0,
p33=0,15, p3,=0,1;

2) )C1:20, XQ:25, )C3:30, y1:10, y2:15, y3:20, y4:25, pu=a, p12:O,16,
p13=0, p1=0, p»1=0,08, p»=0,15, p»=0,2, p.=0,1, pu=0, pz=0,
p33=0,1, p,=0,15;

3) )C1:15, )CQZZO, )C3:25, y1:5, y2:10, y3:20, y4:25, pu=a, p1220,08,
p13=0, p1=0, p1=0,1, p»=0,15, p»=0,1, p»=0,06, p»=0, pz=0,
p33:O,16, p34:O,15 X

4) )C1:20, XQ:25, )C3:30, y1:15, y2:20, y3:25, y4:30, pu—a, p1220,0,06,
p13=0, p14s=0, p»1=0,08, p»=0,16, p»3=0,15, p»y=0,08, ps:1=0, p3=0,
p33=0,12, p3,=0,2 ;
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5) )C1:15, )CQZZO, )C3:25, y1:10, y2:15, y3:20, y4:25, pu=a, p1220,
p13=0, pu=0, pn=0,08, p»=0,2, p»=0,16, p2=0, pu=0, p:»=0,06,
p=0,1, p3,=0,1;

6) x1=10, XQ:].S, )C3:20, y1:5, y2:10, y3:15, y4:20, pu=a, p1220,08,
p13=0, p14=0, p21=0,16, p»=0,15, p=0,25, p»=0,06, p3=0, ps,=0,
p33=0,08, p3,=0,2 ;

7) X1:5, XQ:].O, )C3:15, y1:10, y2:15, y3:20, y4:25, pu=a, p12=O,15,
p13=0, pu=0, pn=0,09, p»=0,1, p»=0,08, p»=0,11, px=0, ps=0,
p33:O,12, p34:O,15 X

8) )C1:25, )CQZSO, )C3:35, y1:5, y2:10, y3:15, y4:20, pu=a, p1220,06,
p13=0, p14=0, px=0,1, p»=0,2, p»=0,08, p2=0,1, ps=0, ps=0,
p33:O,15, p34:O,16 X

9) )C1:25, )CQZSO, )C3:35, y1:15, y2:20, y3:25, y4:30, pu=a, p1220,08,
p13=0, p14s=0, p»1=0,06, p»=0,15, p»=0,15, p»s=0,04, ps;=0, p3=0,
p33:O,14, p34:O,16 X

10) x1=10, XQ:].S, )C3:20, y1:10, y2:15, y3:20, y4:25, pu=a, p12=0,05,
p13=0, p1=0, p21=0,06, p»=0,15, p2s=0,15, p»=0,04 ps=0, ps=0,
p33:O,14, p34:O,16.

Tn variantele 10+i se adund 2 la toate valorile posibile ale lui & si ale
lui n din variante .

3. Fiind dat sistemul de v.a. (§,m) din exercitiul 8.3.2., se cere :

1) sa se afle repartitiile marginale ale lui § si n; 2) sa se
determine daca sunt sau nu independente v.a. & si .

4. Fiind dat sistemul de v.a. (&m) din exercitiul 8.3.2., sa se
determine: 1) repartitia conditionata E|(m=y,); 2) repartitia
conditionatd n|(&=xs); 3) valorile medii conditionate ale v.a.d. &; 4)
valorile medii conditionate ale v.a.d. n; 5) functia de regresie a
variabilei & in raport cu n ; 6) functia de regresie a variabilei n n
raport cu &; 7) linia de regresie a variabilei n in raport cu &; 8) linia
de regresie a variabilei & in raport cu n.

5. Se da d.r. in ansamblu f{x,y) a sistemului de variabile aleatoare
(&, m) . Se cere: 1) s& se determine constanta « ; 2) sa se introduca
(defineasca) d.r. in ansamblu in Sistemul Mathematica; 3) sa se

136



construiascd  graficul d.r. in ansamblu; 4) sa se calculeze
probabilitatea ca s.v.a. va lua valori din dreptunghiul

R={(x,y) e R®:0<x<1;0<y<2};
5) sd se determine d.r. ale v.a.  sin; 6) sa se determine daca v.a. §
sim sunt dependente sau independente. Functiile f{x,y) sunt date pe
variante.

) /() =a-e 7 ())eR?;

2)f(x,y)=a Lo T , (x)eR?;
3) f(x,y)=a LeTx TR , (x)eR?;
4) f(x,y)=a- P , (x))eR?;
5) /(x,3) =a-e " T ()R
6)/(x,y)=a-e ™ " (e
NSf(x,y)=a Lex e , (x)eR?;
8) f(x,y)=a- e 2z , (x)eR?;

9) f(x,p)=a e (1y)eR?;

10) f(x,p) = a-e 7T (L RY:
10) f(x,p) =a- e 7707 0 er?;
12) f(x,y)=a- e 3 o8yt , (x)eR?;
13) f(x,7) = a-e 272" (R
14) f(x,p) =a-e 7200 0 eR?,
15) f(x,y)=a LeTAriTam , (xy)eR?;
16) f(x,y)=a-e , (x.))eR?;
17) /(2. p) = a-e 00 (R
18) f(x,y)=a- P , (x)eR?;
19) f(x,y)=a- e 2 , (xy)eR?;
20) f(x,y)=a-e , (x.))eR?;

4x2—2xy—2y2

4x2—2xy—3y2
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21) f(x,p) =a-e 2 T eR?:

22) f(x,y) =a-e T (L eR?:
23) f(x,y) = a-e 200 (R
28) f(x,y)=a-e Ty eRe:

25) f(x,y) =a-e 272 VeR?;
26) f(x,y) = a-e BT (R,
27) f(x, ¥y =a-e T2 NeR?:

4)52—435)/—4)/2

28) f(x,y)=a-e" , (x)eR?;
29) f(x,p)=a-e ¥ P20 ()R,
30) S (x, ) =a-e T ()R

6. Fiind dat sistemul de v.a. (€, n) definit in exercitiul 8.3.5 prin
d.r. in ansamblu f{x,), sa se determine : 1) valorile medii m. si m, ;

2) dispersiile D, si D, ; 3) abaterile medii patratice 0. si 0, ;4)
covarianta Cfn; 5) coeficientul de corelatie " ; 6) matricea

covariantelor Cov[§,n] ; 7) matricea corelatiilor K.

7. Fiind dat sistemul de v.a. (& n) din exercitiul 8.3.5, s& se
determine : 1) d.r. a v.a.  conditionatd de evenimentul n = y; 2) d.r. a
v.a. n conditionatad de evenimentul & = x; 3) functia de regresie a v.a.
€ Tn raport cu n ; 4) functia de regresie a v.a. ) in raport cu &.
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5. Elemente de Teoria Informatiei

5.1. Obiectul de studiu al Teoriei Informatiei
Teoria Informatiei (T1) studiazd modele matematice (preponderant
statistico-probabiliste) ale fenomenelor legate de receptionarea,
Stocarea §i transmiterea informatiei. Pdrintele TI este Claude
Shannon, anul 1948 fiind considerat anul aparitiei acestei teorii.

Notiunea de informatie este o notiune primard, adicd imposibil de
incadrat intr-o definitie strictd, la fel ca notiunea de punct in geometrie
sau notiunea de multime din Teoria Multimilor. Tncercand, totusi, si o
explicdm, am putea spune ca informatia pentru un sistem oarecare,
biologic sau tehnic, este un mesaj despre evenimente care au sau au
avut sau vor avea loc atdt in exteriorul sistemului cdt si in interiorul
lui.

Mentiondm ca intre informatie Si nedeterminare existd o legatura
stransa. O informatie este informatie, in sensul adevirat al
cuvantului , daca si numai daca ea inliturd o anumita
nedeterminare.

Tntr-un experiment se obtine o informatie numai atunci cand nu
cunoastem rezultatul sdu Tnainte de efectuarea experimentului, adica
numai atunci cand rezultatul inlaturd nedeterminarea care exista la
inceput.Mai  mult, cu cat nedeterminarea de la Tnceputul
experimentului este mai mare, cu atdt mai mare va fi cantitatea de
informatie pe care o obtinem atunci cand aflam rezultatul
experimentului.

139



5.2. Entropia ca masura a nedeterminarii/cantitatii de
informative

In cazul unui eveniment aleator 4 asociat experimentului aleator &
si pentru care probabilitaca sa P(4)>0, Claude Shannon defineste
cantitatea de informatie ce se contine Tn mesajul “s-a produs
evenimentul A” ca fiind numarul 7(4) = -log,P(4) . Cea mai mica
unitate a cantitatii de informatie se numeste biz, unde 1(A) =1bit atunci
cand P(4)=1/2.

Evident, 7(4) poate fi interpretatd si ca, masura nedeterminarii
legate de producerea evenimentului 4. aceasta nedeterminare fiind cu
atat mai mare cu cat probabilitatea P(4) va fi mai mica. Tn extremis,
gradul de nedeterminare este egal cu 0 daca P(4)=1.

Ne intereseazd masura nedetermindrii inlaturate sau cantitatea de
informatie furnizatd de realizarea unui experiment aleator &. Pentru
aceasta presupunem ca in acest experiment observatorul este interest
(Tnregistreazd) producerea unuia din evenimentele 4, , 4, ,..., 4, care
alcatuiesc un grup complet de evenimente, adica acestea sunt
disjuncte doua cate doua si suma lor coincide cu evenimentul sigur.
Realizarea efectivda a experimentului &, inregistrarea unui anumit
eveniment dintre evenimentele 4, , 4, ,..., 4, , ca rezultat a
experimentului, Tnlatura nedeterminarea pe care am avut-o la inceput.

Exemplu. Fie 2 experimente aleatoare:

&,=aruncarea unei monede “perfecte” si grupul complet de evenimente
A={aparitia stemei}={S}, A,={aparitia banului}={B}

&=aruncarea unei monede deformate, astfel incat P{S}=0.9,
P{B}=0.1.

Avem, astfel, repartitiile corespunzatoare:

S B S B
&,: 6, .
(0.50.5} (0.90.1}

Evident, &, contine mai multa nedeterminare decét &, fapt care poate
fi confirmat folosind notiunea de entropie definite Tn continuare.

Fie un experiment aleator & 1in care putem observa, Th urma
efectuarii lui, unul din evenimentele 4, , 4, ,..., 4, care alcatuiesc un
grup complet de evenimente. Presupunem cad p=P(4,)>0 , i=1,...,n.
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Cantitatea de informatie 7 furnizata in urma efectuarii experimentului
& depinde de evenimentul A4; care se va produce, prin urmare aceasta
este o0 v.a. data de repartitia
1(4,) 1(4,) .. I(4 .
( ( 1) ( 2) ( n)j,p[>0,i:]:---xn’ ZPI :1 (1)
P P> e Py i=1

Anume valoarea medie MI a acestei v.a. poate fi luatd in calitate de
masurator al cantitatii de informatie / gradului de nedeterminare
furnizat de experimentul & Mai exact, putem da urmatoarea

Definitie. Vom numi entropie sau mdsuri a nedetermindrii sau
cantitate de informatie a experimentului & numarul

H(py, Py p,) == P, 100, p;,

i=1
considerand ca p- log,p=0 daca p=0.
Revenind la exemplul de mai sus, constatdm ca entropiile lor sunt
egale cu H(&,/)=1bit , H(6,)=-(0.9 log, 0.9+0.1 log, 0.1)< H(&,)
deoarece functia H(p) = -(p log: p+(1-p) log, (1-p) are valoare
maximald ,egala cu 1, pentru p=0.5.

5.3. Proprietatile entropiei
Entropia poseda un sir de proprietdti, cele mai importante fiind
prezentate n urmatoarele teoreme.
Teorema 1. Entropia H(p,p, ....p,) ce corespunde experimentului
& cu repartitia (1) poseda urmatoarele proprietati :
a) H(p1p2, ...,pn)EO;
b) Hp:p,...p,)=0 daca si numai daca existd un indice i, astfel
incat p;, =1;
c) Hpips...p)<H(1/n1/n,...1/n) pentru orice (p1p,....pn) Pi

>0,i=1,..,n, Zn:pi =1;
=)

d) H(p1p2, veesPns 0): H(p1p2,...,pn).
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Avand doud experimente & si &, independente putem define
entropia experimentului 6=(&,,&, ce constd in efectuarea lor simultana.
Notadm entropia experimentului cu H(&) Are loc

Teorema 2. H(6)=H(&,6)= H(&)+ H(&).

Exemplu. Consideram in calitate de experiment aleator 6=(&,,6,)
aruncarea simultand a doud monede perfecte, &, fiind aruncarea primei
monede, iar &, aruncarea celei de a doua monede. Evident, H(&) =
H(&)=1bit, dar cantitatea de informatie /(&) furnizata de rezultatul
efectudrii experimentului & este o v.a. cu repartitia

I1(SS) I(SB) I(BS) I(BB)
1/4 1/4 1/4 1/4 )
Prin urmare

H6)~H(8,5)- == (1/4)log, (L] 4) = 2bit = H(s)+ H(s)

i=1l

5.4. Transmiterea informatiei. Codificarea. Teoreme de
codificare.

Orice system de transmitere a informatiei se Tncadreaza in una din
urmatoarele scheme generale:
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a) sursa canal receptor

Bruiaj (perturbatie

.

) | sursa l% codificare canal decodificare receptar
d) | sursa l% codificare canal decodificare receptar

Bruiaj (perturbatie

Pentru a intelege rolul notiunii de entropie in Teoria Informatiei ne
vom referi in continuare, drept exemplu, la schema c) de transmitere a
infpormatiei cu codificare/decodificare, dar fara bruiaj. Dar pentru
inceput vom vedea ce reprezinta codificarea/decodificarea n sistemele
de comunicatie de orice naturd, pornind de la urmatorul

Exemplu. Consideram trimiterea unui mesaj prin sistemul SMS
(system de mesaje scurte) al unui telefon mobil. Pentru aceasta
folosim, initial, in calitate de semnale caracterele tastaturii QWERTY,
numarul lor total fiind notat cu N. Cu alte cuvinte aceste caractere
formeaza o multime ¥={x,,x,, ...,xy} de semnale. Tn momentul
trimiterii lui (apasarii butonului “send”) fiecare semnal/character x din
% este codificat digital, adic cu ajutorul unei mulimi de semnale
simple Y={y,y2....yo}={0.1}.

Definitie. Vom numi codificare (codare) asocierea la un anumit
system de semnale care poartad o informatie (mesaj) a unor succesi-
uni/siruri de semnale a unui alt system de semnale. Primele se numesc
semnale initiale, cele de a doua se numesc semnale simple.
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Este firesc ca multimea % de semnale simple sa contina mai putine
semnale decat multimea X cea ce se si intdmpla in exemplul nostru,
O<N.

Tn Teoria Informatiei se folosesc, in functie de rezultatele scontate,
diferiti algoritmi de codare/decodare.

Motivele care ne conduc la necesitatea codarii informatiei sunt
multiple. lata cateva dintre ele:

a) Natura sistemului concret de transmitere a informatiei (telegraf,
telefon mobil, sistemul Morse, etc.) implicad un anumit mod de
codare;

b) Prezenta bruiajelor (perturbatiilor) canalelor de transmitere a
informatiei implica utilizarea codarii pentru a diminua efectul
nociv asupra corectitudinii informatiei receptionate;

¢) Lafel, caracterul intim, secret al informatiei implicd codarea ei.

Observatie. Motive de tipul c) pot avea drept consecinta faptul ca,
uneori, card Y=card .

Fie %={x;x,, ..., xx} multimea de semnale initiale, iar Y={y..y,
....vo} multimea de semnale simple. Tn procesul alcatuirii/trimiterii
unui mesaj (unei informatii), folosind semnalele din %, fiecare x; din &
are o anumita probabilitate (frecventa relativa) p(x;) cu care se

intalneste in acest mesaj,
N
D" p(x,) =1. s ludm, drept exemplu, mesajul “mdine_va_ ploua”.
i=1
Acesta are lungimea 14, incluzand simbolul “pauzad”- ““_”, iar
semnalele “m”, “a” si “b”, luate ca exemplu, au frecventa relativa
egala, respectiv, cu p(m)=1/14, p(a)=1/7, p(b)=0. Prin urmare,
transmiterii unui mesaj & i se poate asocia cantitatea de informatie
H(&) Cum in procesul codarii (criptarii) fiecarui semnal x; i se
asociaza un sir de semnale simple din %, sirul avand lungimea »;,

i=1,2,...,N, atunci putem calcula lungimea medie L a unui sir de

N
semnale simple folosite Tn procesul de codare: L = Znip(xi) .
i=1
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Acum putem formula, drept examplu, doud rezultate teoretice ce
vizeaza procesul de codificare a semnalelor transmise prin intermediul
unui system/canal de transmitere a informatiei fara bruiaj, rezultate

Propozitie. Pentru ca sad fie posibila codificarea prin intermediul
sirurilor de semnale simple de lungimea n;, i=1,2,...,N, care se fie
atasate semnalelor inifiale x;,x, ..., xy , este necesar §i suficient sa fie
indeplinita inegalitatea

N
> o<1
i=1

Teorema codificarii. Ca sad putem efectua o codificare, folosind Q
semnale simple, pentru a transmite o cantitate de informatie H(& ) este
necesar ca lungimea medie L a sirurilor de codificare, atasate
semnalelor initiale din multimea X, purtatoare de informatie, sa nu
fie inferioara numarului H(& )/1og>Q, adica L> H(& )/10g:Q.

Exemplu (continuare). n directd legatura cu trimiterea mesajului
“mdine_va__ ploua”, respectiv, experimentul &, cantitatea de
informatie 7/ va fi o v.a. cu repartitia

1@ 1@ I Io)Iw 160) Im) In).. 1) I()
1/14 2/14 1/14 1/141/14 1/14 1/14 1/14.. 1/14 2/14
Prin urmare H(& )=2[-(2/14)-log>(2/14)]+ 12[-(1/14)-log,(1/14)] =
=log,14 —2/7 = 3.81-0.29=3.52.
Tn cazul codificarii digitale Y={0,1}, O=2. Prin urmare ca acest

mesaj sa poata fi codificat digital este necesar ca lungimea medie a
sirurilor de codificare sa fie mai mare sau egald cu H(& ) 1og,Q=3.52.
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