
Curs 11

Intervale de încredere

Am v¼azut cum poate fi estimat un parametru folosind datele furnizate de un eşantion. Para-
metrul din popula̧tie nu este, în general, egal cu statistica calculat¼a cu ajutorul eşantionului.
Ne punem problema cât este de bun¼a aceast¼a estimare, adic¼a vom calcula aşa numita marj¼a
de eroare.
Presupunem c¼a studiem vâscozitatea unei anumite substaņte. Prin studierea unui eşan-

tion s-a constatat c¼a media acestei caracteristici este �̂ = x = 1000. Dac¼a consider¼am un
alt eşantion este aproape imposibil s¼a ob̧tinem aceeaşi estimare numeric¼a pentru media vâs-
cozit¼a̧tii. Nu putem spune nimic despre rela̧tia dintre cele dou¼a medii. Problema pe care
o punem este urm¼atoarea: valoarea real¼a a vâscozit¼a̧tii este cuprins¼a între 900 şi 1100 sau
între 990 şi 1100? R¼aspunsul la aceast¼a întrebare afecteaz¼a deciziile ulterioare legate de
acest proces. Marginile unui interval plauzibil pentru valorile mediei constituie un interval
estimat.
Acest interval unde b¼anuim c¼a este situat¼a valoarea real¼a a parametrului popula̧tiei stu-

diate se numeşte interval de încredere. Intervalul de încredere const¼a din:
- un interval, ob̧tinut cu ajutorul datelor furnizate de o seleçtie,
- un nivel de încredere, care reprezint¼a probabilitatea ca intervalul s¼a acopere valoarea

real¼a a parametrului.
Nivelul de încredere se precizeaz¼a. De regul¼a se consider¼a 0:90 sau mai mult. Se d¼a

de obicei �, unde nivelul de încredere este 1 � � (0:95 corespunde pragului de semnifica̧tie
� = 0:05).

De�ni̧tia 11.0.1 Se numeşte interval de încredere pentru un parametru � asociat unei pop-
ulaţii orice interval I = [a; b] pentru care se poate estima probabilitatea ca � 2 I. Dac¼a �
este un num¼ar cuprins între 0 şi 1 şi dac¼a P (� 2 I) � 1� �, se spune c¼a I este un interval
de încredere pentru � cu un nivel de încredere 1�� (sau echivalent, cu un nivel de încredere
(1� �) 100% sau cu eroare sub �100%).

În cele ce urmeaz¼a vom construi intervale de încredere numai pentru caracteristici care
urmeaz¼a o distribu̧tie normal¼a

11.1 Intervale de încredere pentru medie în cazul �
cunoscut

Presupunem c¼a realiz¼am o seleçtie popula̧tie a c¼arei caracteristic¼a studiat¼a urmeaz¼a o dis-
tribu̧tie normal¼a, N [m;�], cu � cunoscut, m necunoscut. Situa̧tia este mai pu̧tin întâlnit¼a
în realitate deoarece în mod normal atât media cât şi dispersia sunt necunoscute. Totuşi
vom prezenta în continuare şi acest caz.
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11.1.1 Construçtia intervalului de încredere

Fie x1; x2; : : : ; xn valorile variabilelor de seleçtie X1; X2; : : : ; Xn ob̧tinute dintr-o popula̧tie
care urmeaz¼a o distribu̧tie normal¼a, N [m;�], � > 0 cunoscut, m necunoscut. Ştim c¼a

Z =
X �m

�p
n

2 N([0; 1]. Din aceast¼a cauz¼a putem scrie, (evident z > 0),

P (jZj � z) = 1� �, 1� � = P
�
m 2

�
X � z �p

n
;X + z

�p
n

��
,

1� � = �(z)� � (�z), 1� � = 1� 2� (�z), �(�z) = �

2

Not¼am cu z�
2
valoarea (pozitiv¼a) a lui z ob̧tinut¼a din rela̧tia �(�z) = =

�

2
. Pentru

determinarea acestei valori se foloseşte tabelul pentru funçtia lui Laplace (a se vedea Anexa
1) sau programele Matlab sau Mathematica.

De îndat¼a ce seleçtia a fost realizat¼a şi a fost calculat¼a media de seleçtie x = 1
n

nP
i=1

xi se

ob̧tine intervalul, �
x� z�

2

�p
n
; x+ z�

2

�p
n

�
(11.1)

Suntem tenta̧ti s¼a spunem c¼a 1� � este probabilitatea ca acest interval s¼a cuprind¼a val-
oarea exact¼a a lui m, dar aceast¼a a�rma̧tie nu este corect¼a. Trebuie s¼a ţinem seama de faptul
c¼a întervalul de încredere este un interval aleator, el depinde de seleçtia f¼acut¼a, deci extrem-
it¼a̧tile sale sunt v. a. Prin urmare interpretarea corecta a lui 1 � � este urm¼atoarea: dac¼a,
facem un num¼ar foarte mare de seleçtii şi calcul¼am de fiecare dat¼a întervalul de încredere
cu nivelul de încredere 1� �, atunci (1� �) 100% din aceste intervale vor coņtine valoarea
exact¼a pentru m.
Observ¼am c¼a intervalul de încredere pentrum este centrat în estima̧tia punctual¼a x: Când

n creşte se ob̧tine un interval mai scurt pentru acelaşi coeficient de încredere. Un interval
de încredere mai scurt indic¼a o mai mare încredere în x ca estima̧tie a lui m:
Relu¼am exemplul ?? din capitolul 6.

Exemplul 11.1.1 Punctajele ob̧tinute de studeņti care au promovat examenul de matem-
atic¼a şi care cuanti�c¼a cunoştiņtele lor sunt:

{64, 62, 76, 82, 66, 76, 72, 71, 74, 72, 71, 73, 70, 75, 77, 84, 92, 86, 62, 58, 78, 80, 79, 84, 83,
82, 66, 68, 68, 82, 84, 78, 76, 69, 77, 58, 62, 82, 85, 58, 78, 84, 94, 88, 77, 78, 88, 91, 70, 71,
78, 58, 65, 53, 60, 49, 68, 74, 71, 66, 68, 71, 73, 70, 85, 78, 65, 54, 51, 78, 89, 66, 68, 95, 94,
99, 81, 81, 92, 88, 99, 81, 81}.
Se presupune c¼a se cunoaşte � = 10:99. S¼a se construiasc¼a intervalele de încredere pentru

medie cu nivelele de încredere de 90%, 95% şi 99%.

Rezolvare. Am calculat x =
1

83

83P
i=1

xi = 75:0602.

Calcul¼am intervalele de încredere cu nivelul de încredere de 90%, 95% şi 99%.
Pentru 90% avem � = 0:1 şi

�(�z) = 0:05) �z = �1:6449) z�
2
= 1:6449:

Atunci, conform (11.1), intervalul

I =

�
x� z�

2

�p
n
; x+ z�

2

�p
n

�
= [73:0760; 77:0445] :
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este un interval de încredere pentru m cu 90% nivel de încredere.
Pentru 95% avem � = 0:05 şi �(�z) = 0:025 ) z�

2
= 1:9599. Intervalul de încredere

pentru m este

I =

�
x� 1:9599 � �p

n
; x+ 1:9599 � �p

n

�
= [72:6960; 77:4245] :

Pentru 99% avem � = 0:01 şi �(�z) = 0:005 ) z�
2
= 2:5758, intervalul de încredere

pentru m este

I =

�
x� 2:5758 � �p

n
; x+ 2:5758 � �p

n

�
= [71:9530; 78:1675] :

Observ¼am c¼a dac¼a, de exemplu, nivelul de încredere este 0:95, atunci z�
2
= 1:9599 trebuie

s¼a lase la dreapta sa o arie egal¼a cu
�

2
= 0:025, iar la stânga o arie egal¼a cu 1��

2
= 1�0:025 =

0:975.
Aceast¼a modalitate de determinare a intervalului de încredere se poate sintetiza în testul

Z.

Algoritmul testului Z
Presupunem dat¼a o seleçtie de valori independente (de volum n) dintr-o popula̧tie de

medie m necunoscut¼a şi dispersie �2 (� > 0) cunoscut¼a.
Pasul 1. Se calculeaz¼a x.

Pasul 2. Se consider¼a statistica Z =
X �m

�p
n

.

Pasul 3. Pentru un nivel de încredere prescris (1� �) � 100% se determin¼a z�
2
> 0 astfel

încât �(�z�
2
) =

�

2
.

Pasul 4. Se determin¼a intervalul de încredere pentru m�
x� z�

2

�p
n
; x+ z�

2

�p
n

�
:

Compar¼am intervalele ob̧tinute în exemplul de mai sus în funçtie de nivelul de încredere

(1� �) � 100% �

2
z�
2

�
x� z�

2

�p
n
; x+ z�

2

�p
n

�
90% 0:05 1:6449 [73:0760; 77:0445]
95% 0:025 1:9599 [72:6960; 77:4245]
99% 0:005 2:5758 [71:9530; 78:1675]
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Din tabel se observ¼a c¼a lungimea intervalului este invers propoŗtional¼a cu nivelul de
încredere.

Am putea spune c¼a 95% dintre studeņti au punctajele cuprinse în intervalul [72:6960; 77:4245]?
Aceast¼a interpretare nu este corect¼a deoarece valoarea exact¼a a mediei nu este cunoscut¼a şi
a�rma̧tia m 2 [72:6960; 77:4245] poate fi corect¼a sau nu deoarece intervalul de încredere
construit este aleator, el bazându-se pe o seleçtie aleatoare.
Interpretarea corect¼a este: dac¼a facem un num¼ar mare de seleçtii şi de fiecare dat¼a

calcul¼am intervalul de încredere pentru medie cu nivelul de încredere de 95%, atunci în 95%
din aceste intervale vor coņtine valoarea corect¼a a mediei. Deci metoda folosit¼a ne permite
s¼a ob̧tinem intervale pentru medie care vor coņtine în 95% din cazuri valoatrea corect¼a.
Alegerea nivelului de încredere este arbitrar¼a. Ne punem problema ce se întâmpl¼a

dac¼a m¼arim nivelul de încredere, de exemplu, la 99%? Este rezonabil s¼a dorim s¼a m¼arim
nivelul de încredere. În acest caz, pentru exemplul considerat, intervalul de încredere va fi
[71:9530; 78:1675], deci va fi mai mare decît în cazul nivelului de 95%. Dac¼a dimensiunea
eşantionului şi abaterea medie p¼atratic¼a sunt p¼astrate constante, atunci un nivel mai înalt
de încredere atrage un interval de încredere mai mare.
Lungimea intervaluilui de încredere este o m¼asur¼a a preciziei estim¼arii. Din cele prezen-

tate rezult¼a c¼a precizia este invers propoŗtional¼a cu nivelul de încredere. Este preferabil s¼a
ob̧tinem un interval de încredere cît mai scurt pentru o problema pus¼a, dar cu un nivel de
încredere adecvat. Un mod de a atinge acest scop este alegerea dimensiunii eşantionului
astfel încât cu ajutorul acestei seleçtii s¼a putem ob̧tine un interval de încredere de lungime
speci�cat¼a şi cu nivelul de încredere dat.

Intervalele de încredere studiate pân¼a acum sunt bilaterale în sensul c¼a d¼adeau ca rezultat
un interval închis. Dac¼a exist¼a o informa̧tie relativ¼a la valoarea medie de forma c¼a aceasta

nu este limitat¼a superior, atunci intervalul de încredere devine de forma
�
x� z�

�p
n
;1
�
şi

este un interval de încredere unilateral.
În acest caz

P (Z > �z) = 1� �, P

�
m 2

�
x� z �p

n
;1
��

= 1� �,

1� � (�z) = 1� �, � (�z) = �

Not¼am cu z� valoarea ob̧tinut¼a din rela̧tia �(�z) = �.
O situa̧tie similar¼a are loc dac¼a valoarea medie nu este limitat¼a inferior, intervalul de

încredere fiind
�
�1; x+ z�

�p
n

�
, iar valoarea z� se ob̧tine din rela̧tia �(z) = 1� �.

11.2 Intervale de încredere pentru medie în cazul �
necunoscut

Presupunem c¼a popula̧tia studiat¼a are o distribu̧tie normal¼a cu media m şi dispersia �2

necunoscute. Facem o seleçtie de dimensiune n. Fie x1; x2; : : : ; xn valorile variabilelor de

seleçtie X1; X2; : : : ; Xn. Putem calcula media de seleçtie x = 1
n

nP
i=1

xi şi dispersia de seleçtie

modificat¼a s2 = 1
n�1

nP
i=1

(xi � x)2.
Vrem s¼a calcul¼am un interval de încredere pentru m. Dac¼a dispersia este cunoscut¼a, ştim

c¼a Z =
X �m

�p
n

urmeaz¼a o distribu̧tie normal¼a. Dac¼a � este necunoscut o procedur¼a normal¼a
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este de a înlocui � cu s. Statistica devine acum T =
X �m

sp
n

. O întrebare logic¼a care se

pune este urm¼atoarea: care este efectul înlocuirii lui � cu s asupra distribu̧tiei statisticii T?
Dac¼a n este suficient de mare, r¼aspunsul la aceast¼a întrebare este: efectul este "destul de
mic" şi putem considera c¼a urmeaz¼a o distribu̧tie normal¼a standard. În general n trebuie s¼a
fie cel pu̧tin 40. Teorema limit¼a central¼a are loc pentru n � 30, dar m¼arirea eşantionului
recomandat¼a este la cel pu̧tin 40, deoarece înlocuirea lui � cu s în Z conduce la modific¼ari
suplimentare ale distribu̧tiei.
În acest caz intervalul de încredere se construieşte astfel:

Pasul 1. Se calculeaz¼a x = 1
n

nP
i=1

xi şi s2 = 1
n�1

nP
i=1

(xi � x).

Pasul 2. Se consider¼a statistica Z =
x�m

sp
n

.

Pasul 3. Pentru un nivel de încredere prescris (1� �) � 100% se determin¼a z�
2
> 0 astfel

încât �(�z�
2
) = �

2
.

Pasul 4. Se determin¼a intervalul de încredere pentru m,�
x� z�

2

sp
n
; x+ z�

2

sp
n

�
:

Dac¼a n este mic, cum se întâmpl¼a în multe probleme din inginerie, trebuie folosit¼a dis-
tribu̧tia Student pentru construirea intervalului de încredere.

Testul Student

Presupunem c¼a popula̧tia studiat¼a are o distribu̧tie normal¼a cu media m şi abaterea medie
p¼atratic¼a � necunoscute. Facem o seleçtie de dimensiune n, n mic. Vrem s¼a calcul¼am un
interval de încredere pentru m.

Teorema 11.2.1 Fie X1; X2; : : : ; Xn independente, care urmeaz¼a o distribuţie normal¼a cu

media m şi dispersia �2. Fie x1; x2; : : : ; xn, x = 1
n

nP
i=1

xi şi fie s =
r

1
n�1

nP
i=1

(xi � x)2, unde x

reprezint¼a media de selecţie, s reprezint¼a abaterea medie de selecţie. Statistica T =
X �m

sp
n

urmeaz¼a o distribuţie Student cu n� 1 grade de libertate.

În tabelul din Anex¼a pentru funçtia de reparti̧tie a distribu̧tiei Student pe prima linie
sunt date valorile lui � iar pe coloan¼a sunt trecute gradele de libertate. Astfel calcul¼am

F (t�;n) = P (T � t�;n) =
Z t�;n

�1
f(x)dx = 1� �;

unde f (x) este densitatea de probabilitate a distribu̧tiei Student.
Pentru valorile negative se foloseşte faptul c¼a

F (�t�;n) = 1� F (t�;n): (11.2)

Deoarece distribu̧tia Student este simetric¼a, avem t1��;n = �t�;n, ceea ce înseamn¼a c¼a în
partea dreapt¼a a lui t�;n, dar şi în partea stâng¼a a lui t1��;n, aria este �.
Pentru orice � 2 (0; 1) se poate determina pragul t�

2
;n�1 > 0 astfel încât P (jTn�1j �

t�
2
;n�1) = 1� �. Se alege t�

2
;n�1 astfel încât ariile colorate din figur¼a. s¼a fie fiecare

�

2
.
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Înlocuind Tn�1 =

�
X �m

�p
n

s
, rezult¼a

P (�t�
2
;n�1 �

�
X �m

�p
n

s
� t�

2
;n�1) = 1� �,

P

�
m 2

�
x� sp

n
t�
2
;n�1; x+

sp
n
t�
2
;n�1

��
= 1� �:

Rezult¼a c¼a intervalul �
x� sp

n
t�
2
;n�1; x+

sp
n
t�
2
;n�1

�
este un interval de încredere pentru media m cu coeficientul de încredere 100(1� �)%.
Algoritmul testului Student (mai este cunoscut sub denumirea de testul T)
Fie x1; x2; : : : ; xn o seleçtie de variabile de seleçtie X1; X2; : : : ; Xn i.i.d. dintr-o popula̧tie

normal¼a cu media m şi dispersia �2 necunoscute.

Pasul 1. Se calculeaz¼a x = 1
n

nP
k=1

xk şi s =
�

1
n�1

nP
k=1

(xk � x)2
� 1

2

.

Pasul 2. Se consider¼a statistica T =
X �m

sp
n

:

Pasul 3. Pentru un coeficient de încredere prescris (1��) �100% se determin¼a din tabelul
funçtiei de reparti̧tie Student sau cu ajutorul softurilor num¼arul t�

2
;n�1 > 0 astfel încât

P (jT j � t�
2
;n�1) = 1� �.

Pasul 4. Se determin¼a intervalul de încredere pentru m,�
x� sp

n
t�
2
;n�1; x+

sp
n
t�
2
;n�1

�
:

Exemplul 11.2.2 Consider¼am un eşantion de 36 studeņti care au ob̧tinut punctajele:
64, 62, 76, 82, 66, 74, 72, 71, 73, 70, 75, 77, 84, 92, 86, 62, 58, 80, 79, 84, 83, 62, 78, 84, 94,
88, 77, 58, 65, 53, 60, 49, 68, 74, 78, 98.
S¼a se stabileasc¼a intervale de 90%, 95% şi 99% încredere pentru media punctajelor

ob̧tinute.

Rezolvare. Folosim testul Z.
Rezult¼a x = 73:7778, � ' s = 11:6082.
Statistica T este distribuit¼a Student cu 35 grade de libertate (a se consulta anexa 2 cu

tabelul valorilor funçtiei de reparti̧tie Student în funçtie de gradele de libertate).
Pentru 90% încredere (deci eroare sub 10%) avem t0:05 = 1:68957. Intervalul cerut are

capetele 73:7778 � 1:68957 � 11:6082p
36
, adic¼a

[70:509; 77:0466].
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Pentru 95% încredere (deci eroare sub 5%) avem t0:025 = 2:03011. Intervalul cerut are
capetele 73:7778 � 2:03011 � 11:6082p

36
, adic¼a

[69:8501; 77:7054]
Pentru 99% încredere (deci eroare sub 1%) avem t0:005 = 2:72381. Intervalul cerut are

capetele 73:7778 � 2:72381 � 11:6082p
36
, adic¼a

[68:5081; 79:0475]

Şi în acest caz putem construi intervale de încredere de forma
�
x� t�;n�1

sp
n
;1
�
sau�

�1; x+ t�;n�1
sp
n

�
pentru intervale de încredere unilaterale.

11.3 Intervale de încredere pentru dispersie

Uneori este necesar calculul intervalului de încredere pentru dispersia unei caracteristici
studiate. Dac¼a popula̧tia este modelat¼a de o distribu̧tie normal¼a putem aplica intervalele
descrise în continuare.

Teorema 11.3.1 Fie variabilele de selecţie X1; X2; : : : ; Xn i.i.d. (independente şi identic
distribuite) cu X 2 N(m;�), media m şi dispersia �2 necunoscute. Statistica

�2n�1 =
(n� 1)s2
�2

urmeaz¼a o distribuţie hi-p¼atrat cu n� 1 grade de libertate.

Definim x�;n ca fiind punctul pentru care este satisf¼acut¼a inegalitatea

P
�
�2 � x�;n

�
=

x�;nZ
�1

f(t)dt = 1� �; (11.3)

unde f (t) este densitatea de probabilitate a distribu̧tiei �2 (n).
Probabilitatea c¼autat¼a este aria situat¼a la stânga lui x�;n din figura urm¼atoare.

Pentru a ilustra modul de utilizare a tabelului de valori ale funçtiei de reparti̧tie hi-
p¼atrat observ¼am c¼a pe prima coloan¼a sunt trecute gradele de libertate iar pe linie sunt
trecute valorile lui �. De exemplu, pentru n = 10 şi � = 0:05 ob̧tinem x0:05;10 = 18:31, iar
x1�0:05;10 = 3:94.
Deci P (�2 � x0:05;10) = 1� 0:05, P (�2 � x0:95;10) = 0:05, x0:05;10 = 18:31, iar x1�0:05;10 =

3:94. �
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Pentru construçtia intervalului de încredere pentru dispersie se foloseşte statistica �2n�1 =
(n� 1)s2
�2

2 �2 (n� 1) : Pentru � 2 (0; 1) dat determin¼am x1(�) şi x2(�) astfel încât

P
�
x1(�) � �2n�1 � x2(�)

�
= 1� �: (11.4)

Numerele x1(�) şi x2(�) nu sunt unic determinate şi de obicei se aleg astfel încât x1(�) =

x1��=2;n�1 şi P
�
�2n�1 � x1��=2;n�1

�
=
�

2
, iar x2(�) = x�=2;n�1 şi P

�
�2n�1 � x�=2;n�1

�
=
�

2
.

Semnifica̧tia valorilor x1��=2;n�1 şi x�=2;n�1 poate fi vazut¼a în figura urm¼atoare.

Înlocuind �2n�1 =
(n� 1)s2
�2

în (11.4) şi ob̧tinem:

P

�
x1��=2;n�1 �

(n� 1)s2
�2

� x�=2;n�1
�
= 1� �: (11.5)

Rela̧tia (11.5) poate fi rearanjat¼a astfel:

P

�
(n� 1)s2
x�=2;n�1

� �2 � (n� 1)s2
x1��=2;n�1

�
= 1� �: (11.6)

Am ob̧tinut astfel un interval de încredere pentru dispersie.

Algoritmul de determinare a intervalului de încredere pentru dispersie
Fie x1; x2; : : : ; xn o seleçtie de valori pentru variabilele de seleçtie X1; X2; : : : ; Xn i.i.d.

dintr-o popula̧tie normal¼a cu media m şi dispersia �2 necunoscute.

Pasul 1. Se calculeaz¼a x =
1

n

nP
k=1

xk şi s =
�

1

n� 1
nP
k=1

(xk � x)2
� 1

2

.

Pasul 2. Se alege statistica �2n�1 =
(n� 1)s2
�2

despre care se ştie c¼a urmeaz¼a o distribu̧tie

�2 cu n� 1 grade de libertate.
Pasul 3. Pentru un nivel de încredere prescris (1 � �) � 100% se determin¼a, din tabelul

valorilor funçtiei de reparti̧tie �2 cu n�1 grade de libertate sau cu ajutorul softurilor Matlab
sau Mathematica, numerele x1��=2;n�1 şi x�=2;n�1 astfel încât

P
�
�2n�1 � x1��=2;n�1

�
=
�

2
şi P

�
�2n�1 � x�=2;n�1

�
= 1� �

2
:

Pasul 4. Se determin¼a intervalul
�
(n� 1)s2
x�=2;n�1

;
(n� 1)s2
x1��=2;n�1

�
şi rezult¼a intervalul de încredere

pentru �2.
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Observa̧tia 11.3.2 Este posibil s¼a determin¼am intervale nem¼arginite inferior sau superior

pentru dispersie cu un anumit nivel de încredere (1��) 100%: Acestea sunt
�
�1; (n�1)s

2

x1��;n�1

�
,

respectiv
�(n�1)s2
x�;n�1

;1
�
.

Exemplul 11.3.3 Relu¼am Exemplul 11.1.1. Dorim s¼a construim intervale de încredere
pentru dispersie.

Rezolvare. Avem n = 83: Calcul¼am s = 11:3517. Consider¼am statistica �282 =
(n� 1)s2
�2

=

82s2

�2
.

Pentru nivelul de încredere de 90% avem x0:95;83 = 62:1323 şi x0:05;83 = 104:139. Intervalul
de încredere pentru dispersie este
[101:468; 170:068].
Pentru nivelul de încredere de 95% avem x0:975;83 = 58:8446 şi x0:025;83 = 108:937. Inter-

valul de încredere pentru dispersie este
[96:998; 179:57].
Pentru nivelul de încredere de 99% avem x0:995;83 = 52:7674 şi x0:005;83 = 118:726. Inter-

valul de încredere pentru dispersie este
[89:0006; 200:251].

Exemplul 11.3.4 Media erorilor de m¼asurare a lungimilor unor baghete metalice este de
3 mm. Presupunem c¼a aceste erori respect¼a legea normal¼a cu media 3 mm şi dispersia
necunoscut¼a. Se face o selectie de volum 6: {-1, 4, 4, 1,3,1}. Se cere un interval de estima̧tie
pentru dispersie cu nivel de încredere de 90%.

Rezolvare. Avem n = 6, m = 3. Calcul¼am

s2 =
1

3

�
(�1� 3)2 + (4� 3)2 + (4� 3)2 + (1� 3)2+

+(3� 3)2 + (1� 3)2
�
=
26

3
= 8:666 7

Consider¼am statistica �25 =
(n� 1)s2
�2

=
5s2

�2
:

Pentru nivelul de încredere de 90% avem x0:95;5 = 1:14548 şi
x0:05;5 = 11:0705.
Intervalul de încredere pentru dispersie este [2:34858; 22:698].
Se observ¼a c¼a intervalul este destul de mare, deci precizia pentru dispersie este mic¼a,

chiar dac¼a apare cu probabilitate mare.

11.4 Intervale de încredere pentru propoŗtii

Pentru o popula̧tie a c¼arei membrii pot fi clasifica̧ti în funçtie de o anumit¼a caracteristic¼a
în dou¼a categorii: fie p probabilitatea de a apaŗtine unei categorii, numit succes şi 1 � p
probabilitatea de a apaŗtine celeilalte categorii, numit¼a eşec. Parametrul p poat¼a denumirea

de propoŗtia popula̧tiei şi ipotezele asupra lui p se fac num¼arând succesele, X =
nP
i=1

Xi (� n),
unde

Xi :

�
0 1

1� p p

�
:
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Atunci P̂ =
X

n
un estimator punctual al lui p. Reamintim c¼a n şi p sunt parametrii unei

distribu̧tii binomiale. Mai mult, statistica P urmeaz¼a o distribu̧tie normal¼a cu media p şi

dispersia
p(1� p)
n

dac¼a p nu este aproape de 0 sau 1 şi dac¼a n este relativ mare.

Aceasta înseamn¼a c¼a pentru a folosi aceast¼a aproximare este necesar ca np � 5, n(1�p) �
5.

Teorema 11.4.1 Dac¼a n este astfel înc¼at np � 5, n(1� p) � 5, atunci

Z =
X � npp
np(1� p)

=
P̂ � pq
p(1�p)
n

urmeaz¼a aproximativ o distribuţie normal¼a standard.

Pentru a construi un interval de încredere pentru p, observ¼am c¼a

P
�
�z�

2
� Z � z�

2

�
= 1� �

sau

P

�
� z�

2
� P̂ � pq

p(1�p)
n

� z�
2

�
= 1� �;

unde z�
2
> 0 astfel încât �(�z�

2
) =

�

2
.

Aceast¼a rela̧tie poate fi rearanjat¼a astfel:

P

�
P̂ � z�

2

r
p(1� p)
n

� p � P̂ + z�
2

r
p(1� p)
n

�
= 1� �:

Cantitatea

r
p(1� p)
n

se numeşte eroarea standard a estimatorului punctual P̂ . Deoarece

marginile intervalului coņtin p care este necunoscut, o solu̧tie satisf¼ac¼atoare este înlocuirea
sa cu P̂ . Astfel ob̧tinem

P

�
P̂ � z�

2

q
P̂ (1�P̂ )

n
� p � P̂ + z�

2

q
P̂ (1�P̂ )

n

�
' 1� �:

Aceasta conduce la determinarea unui interval de încredere cu nivelul de încredere de
(1� �)100% şi acesta este �

P̂ � z�
2

q
P̂ (1�P̂ )

n
; P̂ + z�

2

q
P̂ (1�P̂ )

n

�
:

Exemplul 11.4.2 Se presupune ca la 85 de autoturisme de o anumit¼a marc¼a se studiaz¼a
arborele cotit dup¼a un anumit timp de funçtionare. Se constat¼a c¼a la 10 automobile acesta
prezenta defecte ce impunea înlocuirea lui. S¼a se determine un estimator punctual al num¼aru-
lui ce reprezint¼a ce propoŗtie dintre automobilele de acest tip prezint¼a aceast¼a de�cieņt¼a. S¼a
se interpreteze acest rezultat şi s¼a se estimeze ce propoŗtie dintre automobilele de acest tip
prezint¼a aceast¼a de�cieņt¼a.

Rezolvare. Pentru fiecare autoturism studiat, se ob̧tine rezultatul c¼a arborele cotit este
defect sau nu. Putem aplica modelul Bernoulli şi estimatorul de verosimilitate maxim¼a va
fi:

P̂ =
10

85
= 0:117 655:
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Eroarea standard a estimatorului punctual esteq
P̂ (1�P̂ )

n
=

r
10
85(1�

10
85)

85
= 0:034946:

Nu este foarte clar cum interpret¼am aceast¼a valoare de 0:034 946. Este aceast¼a estimare
foarte exact¼a, exact¼a sau nu?
Construim un interval de încredere cu un nivel de încredere de 95% bazat pe valoarea

observat¼a 0:117 655.

P̂ � z�
2

q
P̂ (1�P̂ )

n
� p � P̂ + z�

2

q
P̂ (1�P̂ )

n
;

0:117 6� 1:96
q

0:117 6�0:88
85

� p � 0:117 6 + 1:96
q

0:117 6�0:88
85

;

0:04915 � p � 0:186141:

Concluzia: în 95% din cazuri probabilitatea ca automobilul s¼a prezinte defectul studiat
este cuprins¼a în intervalul [0:0491534; 0:186141].

11


	Intervale de încredere
	Intervale de încredere pentru medie în cazul  cunoscut
	Constructia intervalului de încredere

	Intervale de încredere pentru medie în cazul  necunoscut
	Intervale de încredere pentru dispersie
	Intervale de încredere pentru proportii


