Statistica multivariata

Lucrarea nr. 8 — Regresia liniara multipla
- Excel, SPSS -

A. Notiuni teoretice
Regresia liniara, prin metoda celor mai mici patrate, este metoda de modelare

cea mai des utilizatd. Este metoda denumita “regresie”, “regresie liniard“, “regresie
multipld” sau “cele mai mici patrate” atunci cand se construieste un model.

Scopul regresiei multiple (termen utilizat de Pearson, 1908) este de a evidentia
relatia dintre o variabila dependenta (explicata, endogena, rezultativa) si o multime de
variabile independente (explicative, factoriale, exogene, predictori). Prin utilizarea
regresiei multiple se Incearcd, adesea, obtinerea raspunsului la una dintre Intrebarile:
“care este cea mai bund predictie pentru ...?”, “cine este cel mai bun predictor
pentru ...7”

De retinut cd metoda regresiei multiple este generalizatd prin teoria
“modelului liniar general”, in care se permit mai multe variabile dependente simultan
si, de asemenea, variabile factoriale care nu sunt independente liniar.

Clasa modelelor liniare poate fi exprimata prin

y=xa-+teg
unde

e y este variabila dependenta (explicatd, endogena, rezultativa),

e x este vectorul variabilelor independente (explicative, exogene), de

dimensiune / xp,

e « este vectorul coeficientilor, de dimensiune px/, parametrii modelului,

e ¢ este o variabild, interpretatd ca eroare (perturbare, eroare de masurare

etc.).

Cu alte cuvinte,

y= o X1 +HonXot.. .+0LPXP+8
care exprima relatia liniara dintre y si x.

Observatii. 1. Liniaritatea relatiei se referd la coeficienti si nu la variabile.

Astfel, modelul

y=ax +a2\/x_2+a3i+g
X3
este tot un model liniar.

2. Considerand ca x; este constant egala cu 1, se obtine un model liniar care
include un termen constant (termenul liber al modelului).

3. Pentru p =2 si x; = 1 se obtine modelul liniar simplu, dreapta de regresie.

4. Utilitatea principald a unui model liniar este aceea a predictiei valorii lui y
din valorile cunoscute ale variabilelor x.

Presupunem ca avem un set de n observatii efectuate asupra variabilelor
implicate in model. Prin urmare dispunem de (x;1, Xi2, . . . ., Xip, ¥i), i = 1,2, ..., n
Notéand cu y vectorul de tip nx/ avand drept componente valorile masurate pentru
variabila y, cu X matricea (x;).», a valorilor masurate pentru variabilele x si cu &
vectorul de tip nx/ avand drept componente valorile erorilor, modelul se rescrie in
relatia matriceala:

y=Xa +¢



Ipoteze initiale. In tot ceea ce urmeazi se presupun indeplinite ipotezele:
1. Matricea de experiente, 7 observatii pentru p variabile, este fixata: X, nu
este stohastica. In plus, n >> p.

2. X este de rang p (coloanele sunt liniar independente — formeaza o baza a

unui spatiu vectorial p-dimensional).

3. a. Vectorul de perturbatii (n-dimensional) € constd din n variabile

aleatoare independente cu media O si aceeasi dispersie:

Exp(e)=0

Var(g) = Exp(eg') = 6°I,,, unde o” este un parametru necunoscut,
sau,
b. Vectorul g este o v.a. n-dimensionald normala

g ~N(0, o’I,).

De remarcat cd ultima ipoteza, a normalitatii, este, mai degrabd, o ipoteza
simplificatoare decat una restrictivd, cum sunt primele doua. Aceasta deoarece erorile
se datoreazd, in general, in procesele studiate, actiunilor simultane ale unor factori
aleatorii, ceea ce prin teorema de limita centrald conduce la concluzia ci €, ca suma a
lor, tinde spre o repartitie normala.

Problemele principale urmarite sunt:

e estimarea coeficientilor a.,
calitatea estimarii,
verificarea ipotezelor,
calitatea predictiei,
alegerea modelului.

Estimatia prin cele mai mici patrate

Numim estimatie (ajustare) a modelului orice solutie {a, e} a sistemului
y=Xa+e.
Este de remarcat cd sistemul contine n ecuatii si p + n necunoscute, deci
admite o infinitate de solutii.
Numim estimatie prin cele mai mici patrate, acea solutie a care minimizeaza
suma patratelor erorilor ¢;, adica

n n

2 2
E e =E [y, —(@x; +a,x, +...+a,x, )] .
i=l1

i=1
2 . . .. " -
Cum ZHef =e¢'e este o functie de coeficientii a, o conditie necesara pentru

atingerea maximului este
0
—(e'e)=0.
aa( )

Se obtine
a=(XX)"'Xy

si se demonstreaza ca este Indeplinit criteriul de minim §i ca este singura valoare cu
aceasta proprietate adica valorile determinate reprezinta estimatia prin cele mai mici
patrate a coeficientilor modelului liniar.

Ecuatia

Y=aix;tan; + ...+ apx,

se numeste ecuatia de regresie multipla.

Inlocuind in aceasta relatie valori pentru variabilele independente x; se obtine
valoarea prognozata pentru variabila dependenta y.



Interpretarea coeficientilor

Un coeficient g; are interpretarea: modificarea cu 1 a valorii variabilei x;
produce o modificare a valorii y cu @; unitati. Deoarece scalele de masurad sunt, in
general, diferite, interpretarea in acest sens a coeficientilor poate deforma imaginea
importantei variabilelor independente in model. Din acest motiv se introduc
coeficientii de regresie standardizati definiti drept coeficientii de regresie estimati ai
modelului:

Y =X + p,x, +...+ﬁp)7p

in care nu exista termen liber, iar variabilele y si X, sunt variabilele standardizate,

. . A A . ~ X—X
prin standardizare intelegandu-se transformarea de tipul X = .
s
X
Coeficientii de regresie standardizati au interpretarea: modificarea cu o abatere
standard a valorii variabilei x produce o modificare cu f; abateri standard a valorii
variabilei dependente. In acest fel, marimea coeficientilor standardizati reflecta

importanta variabilelor independente in predictia lui y.

Distributia estimatorului
Exp(a)=a
Var(a) = o*(X'X)".

Estimatia dispersiei erorilor (c?)

Notand cu y valoarea ajustatd, datd de ecuatia de regresie, pentru o realizare a
vectorului X, consideratd la estimarea parametrilor, se obtine eroarea de ajustare,
notata cu e:

€ :yi');i: 1= 1,...,1’1.

Erorile de ajustare sunt denumite uzual reziduuri si analiza lor este o parte
importantd studiului calitativ al ecuatiei de regresie. Este evident cd reziduurile
constituie estimatii ale erorilor €. Se demonstreaza ca

Z(yi _J;i)z
2 _ =l

n-p
este 0 estimatie nedeplasati a dispersiei necunoscute o°. Este de notat ci numitorul
este egal cu numarul gradelor de libertate a sumei de la numarator (n observatii din
care am obtinut p estimatii).

S

Precizia ajustarii

Reziduuri mici exprimd o ajustare mai bund a datelor experimentale, dar
stabilirea unui criteriu care sa indice cat de mici trebuie sa fie reziduurile pentru ca
regresia sa fie acceptata este o problema dificila.

Pentru a obtine o masuré a preciziei ajustarii se pleaca de la identitatea

Vi _.j}i = _y)_(.j}i =)
care, prin reorganizarea termenilor, produce

Vi _J_/:()A/i -+ _.j}i)'

Se poate demonstra ca are loc identitatea:

Z(y[ _y)z = Z(),}, _y)z +Z(yi _JA/i)z'



Aceasta relatie aratd ca variatia valorilor observate in jurul valorii medii se
descompune intr-un termen ce exprima variatia valorilor estimate 1n jurul mediei si
intr-un termen datorat reziduurilor ajustarii. Prin urmare, regresia estimata va fi cu
atat mai bund cu cat ultimul termen va fi mai mic, sau cu cat variatia valorilor
estimate va fi mai apropiata de variatia valorilor observate. Se alege drept indicator
sintetic de precizie a ajustarii raportul

, Z()A}i_)_")z
DR

Pentru o buna ajustare a ecuatiei de regresie la datele experimentale, trebuie ca
acest raport sa fie apropiat de 1.

Cantitatea R’ se numeste coeficientul de determinare si, exprimat procentual,
arata cat din varianta variabilei dependente este explicata de ecuatia estimata. Este un
indicator de asociere avand atributul PRE,

: S@-3) =2 - 3)
R — i i
> (=3

deci poate fi interpretat si In urmitorul sens: cu cat se Tmbunatateste prognoza
valorilor y prin considerarea modelului estimat.

Se arata ca R’ creste prin includerea mai multor variabile in model, astfel incat
are loc o supraestimare in cazul modelelor extinse. O solutie propusa este ajustarea
coeficientului de determinare prin

R’ =R —%‘1(1—122).

R

Coeficientul de corelatie multipla

Ca masurd a asocierii dintre y si ansamblul variabilelor x se introduce
coeficientul de corelatie multipld, notat cu R. Poate fi definit drept coeficientul maxim
de corelatie simpla (Pearson) dintre y si o combinatie liniara de variabile x. Astfel se
explicd faptul ca valoarea calculata a lui R este intotdeauna pozitiva si tinde si creasca
o0 data cu marirea numarului de variabile independente.

Metoda celor mai mici patrate poate fi astfel ganditd ca o metodd care
maximizeazd corelatia dintre valorile observate si valorile estimate (acestea
reprezentdnd o combinatie liniara de variabile x). O valoare R apropiatd de 0 denota o
regresie nesemnificativa, valorile prognozate de regresie nefiind mai bune decat cele
obtinute printr-o ghicire aleatorie (sau bazate doar pe distributia lui y).

Deoarece R tinde sa supraestimeze asocierea dintre y si X, se prefera
indicatorul definit anterior, coeficientul de determinare, R’, care este patratul
coeficientului de corelatie multipla.

Testarea ipotezelor
Notam

SPy =2 (3 =¥Fs SPeg=2 (51— SPe=D (vi—3)
i i ;

cele trei sume de patrate care apar in identitatea introdusa la definirea coeficientului
de determinare. Sumele sunt referite ca suma patratelor globala (SP,), suma patratelor
datorate regresiei (SPr,) §i suma patratelor reziduale (SPy,). Fiecare suma de patrate



are atasat un numdr de grade de libertate: vy = n-1, vieg = p-1, Vi, = n-p 1 se poate
realiza un tabel al analizei dispersionale (ANOVA) sub forma

Sursa Suma Grade de Media patrata F
de variatie de patrate libertate
Regresie SP;eo Vreg SPreg / Vieg = s2reg F= s2reg /s
Reziduali SP,., Vrez SPre, / Viey = §°
Globala SP, Vg SP,/ v

Testul F de semnificatie globala

Primul test utilizat in analiza regresiei este un test global de semnificatie a
ansamblului coeficientilor (exceptdnd termenul liber, dacd acesta apare).
Ipotezele testului sunt
Ho:oi=o=...=0a,=0
Hi: (3)i, astfel incat a; # 0.
In conditiile ipotezei nule, se demonstreazi ci statistica F, calculati in tabelul
ANOVA, este repartizatd Fisher-Snedecor F,.;.,..,, Incét se poate verifica ipoteza nula.
Nerespingerea ipotezei nule duce la concluzia ca datele observate nu permit
identificarea unui model liniar valid, deci regresia nu este adecvatd in scopul de
prognoza, propus initial.

Teste t

In situatia cand este respinsa ipoteza nuli, se acceptd ci ecuatia de regresie
este semnificativa la nivel global, cu mentiunea ca s-ar putea ca anumiti coeficienti sa
nu fie semnificativi. Pentru testarea fiecarui coeficient se utilizeaza un test t cu
ipotezele:

Hp: ;=0

Hi:o; # 0.

S T . < . . a; S
In conditiile ipotezei Hy se arata ca statistica ¢, = ( : ) este repartizatd Student
s(a,

cu n—p grade de libertate, ceea ce permite utilizarea testului t. In expresia care di
statistica testului, s(a;) este abaterea standard estimati a coeficientului, data ca
raddcina patratd din elementul corespunzator de pe diagonala principald a matricei
5 (X°X)™".

Nerespingerea ipotezei nule aratd ca datele experimentale nu permit stabilirea
necesitatii prezentei variabilei x; in model, variabila este nesemnificativa in model.

Intervale de incredere

Apar de interes doud tipuri de intervale de incredere: pentru parametrii
modelului, o, $i pentru valorile prognozate cu ajutorul modelului estimat.

Parametrii modelului

O regiune de incredere, la nivelul 6, pentru ansamblul parametrilor este data
de

(a—-a)yX’X(a—a) < pstl_&p,n_p

Utilizand repartitia statisticilor #, definite la testarea semnificatiei
parametrilor, se demonstreazd cd intervalul de incredere pentru parametrul o,
i=1,2, ..., p, este dat la pragul de Incredere o, de relatia

a; — t1—(x/2;n—ps(ai) oy <a;t tl—(x/Z;n—ps(ai) .



Valorile prognozate

Utilitatea principala a modelului liniar este prognozarea valorilor variabilei
dependente. Valoarea prognozatd este evident o statisticd pentru ca se obtine prin
modelul estimat (din datele experimentale). Se poate atunci vorbi de repartitia de
sondaj a valorii prognozate, repartitie care std la baza determindrii intervalelor de
incredere pentru valorile prognozate.

In estimarea intervalului de incredere pentru o valoare yo= Xoo. + &, se
distinge intre situatiile in care observatia xy a fost, sau nu, utilizatd la estimarea
coeficientilor (cu alte cuvinte, daca matricea X contine sau nu linia xy).

In primul caz, intervalul de incredere pentru valoarea estimati este

§10 — tl_a/z;n_ps \/ X (XX)_l x[) < Yo < §’0 + tl—a/Z;n—ps V Xo (X(Xv)_lx(')

unde o = Xoa, este valoarea prognozata de ecuatia de regresie.
In al doilea caz, intervalul de incredere este

Yo— tl_a/z;n_psﬁxo(XX)’lx(') +1 <yo <0+ ticw2inpS 4 X, (X'X)’lx(') +1 .

In cazul regresiei simple (dreapta de regresie), ultimul interval de incredere are
forma

A 1 x. — %) . 1 Y — %)
Yo = tamznp$ _+(0—)—2 <Y0 < Y0t ti-a2mnpS —+—( 0 )_ 7
no 2(6=%) noY(x—X)

de unde se obtine concluzia ca valorile prognozate au intervale de incredere, la acelasi
prag de incredere, mai mari pe masura ce valoarea x, este mai departatd de media X .
De aici apare recomandarea ca un model liniar sa nu fie utilizat pentru prognoza in
cazul in care variabilele independente au valori departate de centrul datelor
considerate la estimarea modelului (de exemplu, estimarea trendului ratei de schimb
valutar din datele unei sdptaméni nu poate fi utilizatd pentru a prognoza rata de
schimb de peste un an). In cazul unui sistem dinamic (valorile sunt produse/evaluate
in timp), prognoza se va realiza doar pentru citeva momente de timp, dupa care are
loc 0 noud estimare a modelului etc.

Analiza reziduurilor

Analiza statisticd a ecuatiei de regresie este bazata pe ipotezele Gauss-Markov
asupra erorilor € ~ N(O, o1, ). Valabilitatea acestor ipoteze, in special cea a
normalitatii erorilor, poate fi testatd prin analiza reziduurilor. Ca si in cazul testelor
statistice, concluziile analizei sunt de genul: ipoteza normalitatii se respinge sau
ipoteza normalitatii nu se respinge. Analiza reziduurilor este, in esentd, de natura
grafica.

Calculul estimatiilor erorilor produce

€= Yobs-Yest = Yobs — X2 = Yops — X(X’X)-IX,Yobs =(1- X(X’X)-IX,)Yobs

Notand Z = X(X’X)'X’ = (z;j), rezultd ca, in cazul indeplinirii ipotezelor
Gauss-Markov, dispersia reziduului e; este egald cu (1-z;) o unde z;; sunt elementele
de pe diagonala principald a matricei Z, cu estimatia s*(e;) = (1-z;j)s”. Reamintim ci
media reziduurilor este egald cu zero.

Ipotezele de repartitie a erorilor sunt reflectate in repartitia reziduurilor
(estimatii ale erorilor). Se analizeaza histograma reziduurilor sau diagrame ale
reziduurilor in raport de valorile estimate, de variabilele independente. Diagramele
construite n continuare pun in evidenta eventualele abateri de la repartitiile presupuse
pentru erori, abateri ce vor exprima deviatiile de la ipotezele de repartitie a erorilor.



Diagrama reziduurilor
Deoarece e, ~ N(0;(1-z,)c”), rezultd cd marimile d;, i = 1,...,n, date de

d=—2>%

bosyl-z,

sunt repartizate N(0;1). Din acest motiv, marimile d; sunt denumite reziduuri
normalizate.

Observatie. In practica, se neglijeaza uneori radicalul de la numitor.

Histograma marimilor d; trebuie sa reflecte o repartitie normald standard.
Atunci cand n este relativ mic, histograma va prezenta, in general, mari neregularitati
fata de situatia care ar permite aproximarea cu o curba normala. Decizia referitoare la
provenienta, sau neprovenienta, dintr-o repartitie normald se poate lua In acest caz, de
exemplu, In urma comparatiei cu histograme obtinute pentru esantioane de acelasi
volum 7 generate aleatoriu dintr-o repartitie normala standard.

Diagrama reziduuri — valori estimate

Considerand punctele de coordonate (y,d;), i= 1,...,n, reprezentate intr-un
sistem de axe rectangulare, sunt posibile 4 situatii caracteristice, sau combinatii ale
lor, de regiuni ocupate de punctele considerate.

A A
/

o
~
v
o
~—
v

o
-
v
o,
pr
v

Cazul a) nu arata nici o abatere de la normalitate si nici o violare a ipotezei ca
erorile au aceeasi dispersie constanta.

In cazul b), se constatd o crestere a dispersiei, deci este invalidatd ipoteza
constantei dispersiei erorilor. Practic, in aceasta situatie se considera ca modelul nu
contine o variabild esentiald, cum ar fi timpul, sau cd metoda de calcul adecvata este
metoda celor mai mici pitrate ponderate. In anumite situatii reale, situatia poate fi
rezolvata si printr-o transformare prealabila a datelor (de exemplu, prin logaritmare).

Cazul ¢) arata practic o eroare de calcul, deoarece este ca si cum nu s-ar fi
reusit explicarea unei componente liniare a variatiei variabilei dependente.

Cazul al patrulea, d), aratd ca modelul nu este adecvat datelor observate. Se
incearcd un nou model care sa includa variabile de ordin superior, de genul x*, care si
preia variatia curbilinie, sau se transforma in prealabil variabila y.

Observatie. Indiferent de forma regiunilor, punctele foarte departate de
celelalte oferd informatii despre observatiile aberante. Regula uzuala este aceea ca
orice observatie pentru care |d;| > 3 sa fie considerata o observatie aberanta. Practic, In
acest caz, observatiile aberante se vor exclude din setul de date sau, daca observatiile



sunt totusi de interes, se va incerca obtinerea unor determindri suplimentare in
regiunea de interes. In ambele situatii se va reface calculul regresiei.

Diagrama reziduuri — variabila independenta

Se vor reprezenta grafic punctele de coordonate (xj;d;), i= 1,...,n, pentru
fiecare variabila independenta x;.

Cele patru situatii grafice possibile se interpreteaza similar, cu observatia ca
situatia d) impune introducerea in model a variabilei x; ridicata la o putere.

Multicoliniaritatea

Situatia descrisa drept multicoliniaritate apare atunci cand un grup de variabile
independente sunt puternic corelate intre ele. in acest caz, prin includerea in model a
unei variabile din grup, restul variabilelor din grup nu mai aduc o informatie
semnificativd. Simultan are loc o supraevaluare a coeficientului de determinare, ca si
a dispersiilor coeficientilor estimati, ceea ce poate denatura interpretarea modelului si,
in plus, produce marirea intervalelor de incredere.

Apar astfel doua probleme: determinarea multicoliniaritatii i cum trebuie
procedat in cazul existentei multicoliniaritatii.

Detectarea multicoliniaritatii

Cea mai simpla metoda de detectare a multicoliniaritatii este bazata pe studiul
matricei de corelatie dintre variabilele x. Se pot determina astfel perechile de variabile
independente care sunt puternic corelate intre ele. O structurd mai complexd a
intercorelatiilor poate fi detectata prin calcularea determinantului acestei matrice de
corelatie. O valoare apropiatd de zero a determinantului reflectd o puternica corelatie
intre anumite variabile, deci existenta multicoliniaritatii.

O altd abordare a problemei este aceea a stabilirii unui indicator sintetic pentru
a decide daca o variabila este coliniara cu celelalte (sau cu un grup dintre celelalte).
Notand cu R} coeficientul de determinare obtinut la estimarea regresiei multiple

avand ca variabild dependentd pe x; si ca variabile independente restul variabilelor x,
adica

X = (X0 X5 s X X pse 5 X))
se introduce toleranta variabilei x; prin
7, =1- Rl.2 .

O valoare micd a lui 7; (uzual mai micd decat 0,1) reflectd un coeficient R’

apropiat de 1, deci o legatura liniard puternicd intre x; si restul variabilelor
independente. Prin urmare x; este coliniara cu celelalte variabile independente.
Se defineste factorul de inflatie a variantei, notat V'/F, inversul tolerantei:

viF =L
T.

i

Denumirea provine din aceea cd un asemenea factor apare multiplicativ in
definirea variantei coeficientilor estimati (se poate spune ca se masoard de cate ori
este supraevaluatd varianta coeficientilor datoritd multicoliniaritatii in raport cu
situatia cand nu ar exista coliniaritate). Interpretarea este dedusa din cea a tolerantei: o
valoare VIF mare (uzual mai mare decat 10), denota coliniaritate.



Eliminarea multicoliniaritatii

O rezolvare comund a problemei multicoliniaritatii este aceea ca dintre doud
variabile independente corelate sa se retina in model doar una.

Prin interpretarea tolerantelor sau a factorilor de inflatie se vor exclude din
model acele variabile care au tolerante mici (sau factori de inflatie mari).

Cea mai buna regresie

Procesul de selectare a celei mai bune regresii are loc in contextul in care
existd o variabila dependentda y si o multime de variabile independente posibile x.
Problema poate fi formulata:
Care este acea submultime minimald de variabile independente
care permite estimarea unui model liniar semnificativ §i
adecvat valorilor observate y?

Etapele selectarii celei mai bune regresii

1. Se identifica toate variabilele independente posibile (cu alte cuvinte se
specificd modelul maxim).

Se specifica criteriul de selectare a celei mai bune regresii.

Se specifica o strategie pentru selectarea variabilelor independente.

Se realizeaza estimarea si analiza modelului.

Se evalueaza reliabilitatea modelului ales.

Nk

Strategii de selectare a celui mai bun model

Metoda tuturor regresiilor posibile

Se estimeaza toate regresiile posibile.
Se retin valorile coeficientilor de determinare; gruparea este dupa cardinalul
multimii de predictori.

Variabile independente R’
{xi}, {xo} ...
{X1>X2}a {X17X3}’ ) {Xn-laxn}

{X1,X2,...,Xn}

Se analizeaza valorile R” si se retine acea submultime de variabile pentru care
se realizeazd compromisul acceptabil intre numarul de variabile si marimea
coeficientului de determinare.

Selectia prospectiva

Procedura incepe prin includerea in model a variabilei independente avand cel
mai mare coeficient de corelatie cu variabila y. La fiecare pas urmator, se analizeaza
fiecare dintre variabilele neincluse incd in model printr-un test F secvential si se
extinde modelul prin includerea acelei variabile care aduce o contributie maxima
(probabilitatea critica din testul F este cea mai micd). Procesul se opreste atunci cand
modelul nu mai poate fi extins, criteriul uzual fiind acela al fixarii un prag de intrare
(Pv) si acceptand doar variabilele pentru care probabilitatea criticd in testul F
secvential este mai mica sau egald cu acest prag.

Procedura are ca limitéri faptul ca anumite variabile nu vor fi incluse in model
niciodata, deci importanta lor nu va fi determinata. Pe de alta parte, o variabila inclusa



la un anumit pas raméne permanent in model, chiar daca, prin includerea ulterioara a
altor variabile, importanta ei poate sa scada.

Selectia retrograda

Se incepe cu estimarea modelului complet si apoi, intr-un numar de pasi
succesivi, se elimind din model variabilele nesemnificative. La fiecare pas, pe baza
unui test F partial, se elimind acea variabild care are cea mai mare probabilitate
critica. Procesul se opreste atunci cand nici o variabild nu mai poate fi eliminata.
Criteriul uzual este acela de fixare a unui prag de eliminare (Poyr) $i considerarea
doar a variabilelor care au probabilitatea critica mai mare decat acest prag.

Selectia pas cu pas

Procedura pas cu pas (stepwise regression) este o combinatie a celor doud
metode descrise anterior. La un pas ulterior al regresiei prospective se permite
eliminarea unei variabile, ca in regresia retrogradd. O variabild eliminatd din model
devine candidata pentru includerea in model, iar o variabild inclusd in model devine
candidata la excludere. Pentru ca procesul sd nu intre intr-un ciclu infinit, trebuie ca
Piv< Pour.

B. Instrumente Excel, SPSS
Excel

REGRESSION

Estimarea coeficientilor unui model liniar prin metoda celor mai mici patrate
si calculul statisticilor necesare testelor statistice asociate sunt efectuate de procedura
Regression, una dintre cele mai complexe din pachetul de prelucrari statistice din
Excel. Procedura permite si construirea graficelor necesare pentru aprecierea vizuala a
potrivirii modelului liniar. Desi acestea, din motive evidente, necesita prelucrari
suplimentare de scalare inainte de interpretare, existenta lor este un real ajutor pentru
statistician.

Termeni
Modelul liniar estimat de procedura
egression
este nput
Input ¥ Range: : %
Y=0oXg+ o X;+ X+ ...+ (Xp_lxp_] +eg, P LHenaE sep2gEsy
Input & Range: $C325EE2T %

care exprima faptul ca variabila Y se poate

obtine ca o combinatie liniard a variabilelor
Xo, Xi,..., Xp-1 la care se adauga o "eroare" €.

Pentru estimarea parametrilor
modelului se considera disponibile n
observatii asupra tuturor variabilelor din

model. Valorile sunt structurate ca un tablou
dreptunghiular, fiecare variabild ocupand o
coloand (deci o linie este referita drept o
observatie).

Dialogul procedurii Regression este
prezentat in figura urmatoare.

 Mew Workbook

¥ Labels I~ Constant is Zero
¥ Corfidence Level |99 o
rOukput opkions
& ukput Rangs: fAngZ &
£ New Worksheet Ply: I

¥ Standardized Residuals

esidual
Ird Residuals

- Residual Plats
¥ Line Fit Plots

ormal Probabilit:
I




Input

Input Y Range — se precizeaza domeniul (coloana) pe care se afla valorile variabilei depen-
dente.

Input X Range — se precizeazd domeniul pe care se afla valorile tuturor variabilelor
independente. Acest domeniu trebuie sid fie compact, fiecare variabild X; ocupand o
coloana.

Labels — se marcheaza boxa de control in cazul in care prima linie din tabloul de date este cu

denumirile variabilelor (situatie recomandata).

Constant Is Zero — se marcheaza boxa de control dacd modelul care se estimeazad este fara
termen liber.

Confidence Level — se precizeazd, procentual, siguranta statisticd doritd in raportarea
intervalelor de incredere deci valoarea (1-a)x100, unde a este pragul de semnificatie.
Intervalele obtinute sunt suplimentare, intotdeauna afisandu-se cele pentru o = 0,05. Boxa
se va marca doar daca se doreste si un alt prag de semnificatie.

Output options
Output Range, New Worksheet Ply, New Workbook — Precizeaza zona unde se vor inscrie
rezultatele. Zona de rezultate este foarte complexa, cuprinde tabele care depind de
marimea modelului, de numarul de observatii, de numarul graficelor dorite etc. Prin
urmare se va prefera o foaie de calcul noua sau o zona libera in dreapta si in jos.

Residuals

Residuals — se marcheaza boxa de control in cazul cand se doreste calcularea reziduurilor
modelului estimat.

Residual Plots — se marcheaza boxa de control in cazul cand se doreste obtinerea diagramelor
reziduuri — variabild independentd, adica vizualizarea punctelor de coordonate
(%3, 17), j = 1,...n, avand ca abscisa o valoare a variabilei independente Xj, iar ca ordonata
reziduul corespunzator.

Standardized Residuals — aceasta boxa de control se va marca daca se doreste calculul
valorilor standardizate ale reziduurilor. Valorile astfel obtinute provin, teoretic, dintr-o
distributie normald standard, astfel incat o histograma a acestor valori trebuie sd se
apropie de curba normald (clopotul Iui Gauss).

Line Fit Plots — se marcheaza aceastd boxa de control daca se doreste afisarea diagramelor Y
— variabila independentd, prin care se vizualizeaza, pe un acelasi grafic, punctele de
coordonate (Xij, Yobs,i)> (Xij, Yesti)» j= L,....n, unde abscisele sunt valorile variabilei
independente, iar ordonatele sunt valorile observate si cele estimate ale variabilei
dependente. Este desenat cate un grafic pentru fiecare variabila independenta.
Interpretarea acestor diagrame poate oferi indicatii asupra adecvantei modelului, asupra
valorilor aberante.

Normal Probability
Normal Probability Plots — se marcheaza daca se doreste vizualizarea repartitiei de sondaj a
variabilei Y Intr-o retea de probabilitate.

Exemplu

Un set de date cuprinde 25 de observatii asupra a 4 variabile, notate Y (considerata
variabila dependentd) si X;, X, X; (considerate variabile independente). Valorile si
denumirile ocupd in foaia de calcul un domeniu dreptunghiular continuu, B2:E27, valorile Y
ocupand prima coloana.

Pentru a estima modelul liniar

Y= o+ 0L1X1 + OLQXZ + 0L3X3 + g,

cu termen constant, se apeleazd procedura Regression.



a) Un prim tabel de rezultate, prezentat in figura aldturatd, contine statisticile
generale ale ecuatiei de regresie.

Multiple R — coeficientul multiplu de corelatie. SUMMARY OUTPUT

R Square — coeficientul de determinare (este egal cu patratul
coeficientului de corelatie multipld). Poate fi gandit, Regression Statistics
exprimat procentual, drept proportia din variatia | Multiple B 0.779
variabilei dependente explicatd de variatia variabilelor | R Sguare 0.607

independente: 60,7% din variatia lui Y este explicatd de | Adjusted R Sguare 0.550
variabilele X. standard Errar 2.023
Adjusted R Square — valoarea corectatd a coeficientului de | Zbservations 25
determinare. Este introdusd pentru a contracara (partial)
efectul cresterii mecanice a lui R* o datd cu numirul variabilelor independente.
Standard Error — eroarea standard a estimatiei. Se calculeazd ca abaterea standard a
reziduurilor (pentru numarul gradelor de libertate utilizat se va vedea tabloul ANOVA, in
continuare) si este estimatia abaterii standard a erorilor € (in ipoteza normalitatii
acestora).
Observations — numarul de observatii din esantion.

b) Al doilea tabel de rezultate cuprinde tabloul de analiza a variantei asociat regresiei
estimate.

ANOWA

of S5 s F Significance F
Regression | 3 132.476| 44.158 10.791 0.0002
Residual 21 85937 4.092
Tatal 24 218.414

Coloanele acestui tablou au semnificatiile uzuale intr-un tablou ANOVA:

Sursa de variatie — aratd descompunerea variatiei totale in variatia explicatd de regresie si cea
reziduala (neexplicatd).

df — numarul gradelor de libertate: 3 =p — 1, 21 =n —p, 24 =n — 1, unde p =4 este numarul
parametrilor modelului (trei variabile X plus termenul liber) iar n = 25 este numarul de

observatii.
SS — sumele de patrate potrivit descompunerii
Suma globala _ Suma de pétrate N Suma de patrate
de patrate datorata regresiei reziduala

MS — media sumelor de patrate: SS Tmpartita la numarul respectiv de grade de libertate.
Valoarea de pe linia a doua (Residual) este estimatia dispersiei pentru repartitia erorilor si
este patratul erorii standard a estimatiei.

F — valoarea statisticii F pentru testul caracterizat de

Ho:oi=0,=03=0

H, : existd cel putin un coeficient o; diferit de zero.
Acest test se referd la ansamblul variabilelor independente (este de remarcat ca Hy nu se
extinde si asupra termenului liber). Datorita intelesului ipotezei nule, se considera ca prin
acest test se verifica semnificatia intregii regresii.

Significance F — este probabilitatea critica unilaterald. Daca valoarea afisatd este mai mica
decat pragul de semnificatie fixat, atunci se respinge ipoteza nuld in favoarea ipotezei
alternative.

¢) Al treilea tablou de rezultate contine valorile estimate pentru coeficientii modelului,
precum si statisticile necesare verificarii ipotezelor uzuale asupra coeficientilor. De remarcat
ca, spre deosebire de testul F, testele asupra coeficientilor sunt individuale.



. Standard Lower | Unper

Coefficients Error i Stat | P-value Q0% Q‘%‘Eﬁ

Intercept 11.718 5421 2161 0.042 0.444 22952
%1 -1.443 0393 -3.623 0002 -2.271 -0.615
2 3.135 0593 5289 0000 1.902 4367
%3 -0.324 0169 -1.919 0069 -0.675 0.027

Liniile tabelului se refera la variabilele din model, incluzand si termenul liber.
Coloanele tabelului sunt urmatoarele:

(prima coloand) — sunt afisate denumirile existente in tabloul de date sau create automat
pentru variabilele independente implicate. Intercept este denumirea pentru termenul liber
(constant) al modelului.

Coefficients — contine valorile estimate ale coeficientilor. Din valorile afigate rezultd ca
modelul estimat in exemplu este

Y =11,718 - 1,443*X, + 3,135*X, — 0,324*X;.
in ipotezele distributionale ale modelului liniar, valorile calculate ale coeficientilor provin
din repartitii normale, fiind astfel posibile verificari statistice ale coeficientilor.

Standard Error — eroarea standard a coeficientului (abaterea standard a repartitiei
coeficientului).

t Stat — statistica t pentru verificarea ipotezei Hy : oi; = 0 contra ipotezei alternative H; : o; # 0.
In conditiile ipotezei nule se demonstreaza ci raportul dintre coeficient si eroarea
standard a coeficientului urmeaza o repartitie Student cu (n — p) grade de libertate. Acest
raport este tocmai valoarea raportata drept t Stat. Adica 2,161 = 11,718/5,421 etc.
Utilizarea statisticii este cea uzuala.

P-value — probabilitatea critica bilaterala a testului t cu ipotezele precizate la t Stat. Pentru
pragul de semnificatie a = 0,05 se poate respinge ipoteza de nulitate a termenului liber
(0,042 < 0,05) si a coeficientilor a, si o, (0,002 si 0,000 sunt mai mici decét 0,05). Nu se
poate respinge ipoteza nula privind coeficientul o (0,069 > 0,05).

Lower 95%, Upper 95% — limitele inferioara si superioara ale intervalului de incredere pentru
parametrul respectiv. Limitele la pragul 0,05 sunt calculate automat, indiferent de
initializarea procedurii Regression.

Se poate deci interpreta ca, in populatie, parametrii modelului liniar sunt cuprinsi in
intervalele urmatoare:
0,444 < oy < 22,992
-2271 < a; < -0,615

Se poate observa ca ultimul interval cuprinde §i valoarea zero, prin urmare se regaseste
concluzia privind nerespingerea ipotezei nule Hy : oi; = 0.
d) Studiul reziduurilor se poate face pe baza datelor raportate in tabelul alocat
reziduurilor, tabel avand structura urmatoare:

RESIDUAL QUTPLT

Standard

Observation  Predicted v | Residuals | Residuals
1 11.38 -2.05 -1.08

2 10.16 -4.44 -2.34

25 12.85 1.25 .66

Pentru fiecare observatie (linie din tabelul de date initial) se afiseaza:
Observation — numarul de ordine al observatiei.



Predicted y — valoarea y prognozata pentru observatia respectiva; se obtine inlocuind valorile
X ale observatiei in modelul estimat.
Residuals — valoarea erorii de predictie (diferenta dintre valoarea observatd si valoarea
prognozata).
Standard Reziduals — valoarea standardizata a erorii. Este obtinutd prin Impartirea
reziduului la abaterea standard a reziduurilor (rezultatul nu este sustinut absolut riguros de
teorie).
e) Analiza calitatii modelului este facilitatd si de graficele construite automat de
procedura Regression. Sunt produse doua tipuri de diagrame:
— diagrame reziduuri vs. variabile independente si
— diagrame variabila dependenta vs. variabile independente.
Graficele necesitd, de obicei, prelucrari suplimentare pentru a fi interpretate sau
raportate.

%1 Residual Plot
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R Diagrama reziduuri — variabila

In figurd se dd un exemplu de diagrama reziduuri — variabila independenta X.
Punctele din figura se pot considera intr-o regiune de tip banda orizontala ceea ce nu
contrazice ipotezele de normalitate a erorilor. Forma de bandd uniforma reflecta
constanta dispersiei reziduurilor pentru tot domeniul variabilei independente X;. Alte
forme de distribuire a reziduurilor duc la concluzii importante pentru adecvanta
modelului in privinta variabilei independente implicate:
Forma regiunii Interpretare
Situatia "bund". Nu se contrazic
ipotezele de normalitate facute asupra
erorilor.
Dispersia erorilor nu este constanta (se
modifica dupa valorile X). Se poate ca
din model sd fie omisa o variabila de
gen "Timp".
Modelul liniar nu este adecvat in
privinta  variabilei independente
respective. Se poate Incerca un
introducerea unui termen patratic.
Situatia poate sd apard in urma unei
erori de calcul. Practic ar insemna ca
nu s-a considerat componenta liniara,
adica scopul modelului nu a fost atins.
In mod asemanitor se pot interpreta diagramele Y — X.




SPSS

Dreapta de regresie

Principalul dialog pentru estimarea unui model liniar se obtine prin Analyze —

Regression —Linear.

M | inear Regression @

In Dependent se va transfera

variabila  dependentd.  Variabilele
e e _ || independente, Independent(s), pot fi
SUERESETT | o1 i 4 ﬁ grupate pe blpcurlz 1. se 'transvfefa
@ gender-Hole (FILTERT #maapemem[s] ey variabilele dorite, 2. se precizeaza in
b | Method modul de introducere a
=] acestor variabile In regresie (Enter —
Method:  [Enter - toate simultan, Forward, Backward,
el Stepwise — metodele discutate la
[ | alegerea celei mai bune regresii), 3. se
] e defineste un nou bloc prin Next.
LS Weight Se pot selecta observatiile
-] precizand in Selection Variable
Stalsies. | Pits. | Sawe. | Opfions variabila si, prin Rule, regula de

valorile variabilei de selectie.

selectare a cazurilor in functie de

In Case Labels se poate preciza variabila care identifica cazurile, etichetele
fiind considerate la reprezentérile grafice. Prin WLS Weight se poate preciza variabila
de ponderare pentru metoda celor mai mici patrate ponderate (nediscutata in curs).

Butonul Statistics deschide dialogul sinonim in care se pot preciza statisticile
calculate. Unele optiuni sunt selectate i Tn mod implicit.

Linear, Regression: Statistics E|
Fegression Coefficients v Madel fit
¥ Estimates ¥ R squared change o
I¥ Canfidence intervals W' Descriptives 4
[~ Covarance matris ¥ Part and partial correlations M

v Colinearity diagnostics
Residuals
I¥  Durbin/atson
IV Casewise diagnostics
" Outliers outside: |2 standard deviations
" Allcases
Collinearity diagnostics — calcularea

Estimates — coeficientii estimati,
Confidence intervals intervalele de
incredere ale coeficientilor, Model fit —
calcularea statisticilor R, R? si a tabelului
ANOVA, R squared change — modificarea
coeficientului de determinare si testarca
semnificatiei  schimbarii la  addugarea
fiecarui bloc de variabile, Descriptive —
statisticile esentiale pentru fiecare variabila,
tolerantelor, a statisticilor VIF si studiul

multicoliniaritatii prin analiza Tn componente principale (a se vedea capitolul urmator
al cursului). In zona Residuals se produce o analiza a reziduurilor pentru a putea
decide asupra normalitatii acestora si a diagnostica valorile aberante.

Prin Plots se afiseaza dialogul
grafice dorite.

Linear, Regression: Plots El

DEFENDNT Scatter T of 1
ZPRED | Newt |

ZRESID Cancel
DRESID » T
ADJPRED - |DEPENDMT 1=
“SRESID CI

*3DRESID I:l % B 5

Standardized Residual Plots ¥ Produce all partial piots

I¥ Histogram

v Maimal prabability plot

sinonim in care se pot indica reprezentarile

In lista variabilelor disponibile pentru
diagrame se afla DEPENDNT - variabila

dependentd — si variabile derivate din
regresie cum ar fi valorile prognozate
standardizate (*2ZPRED), reziduurile

standardizate (*ZRESID).

Diagramele indicate In Standardized
Residual Plots sunt utile pentru verificarea
normalitatii reziduurilor.



Dialogul Save permite calcularea si salvarea ca variabile noi a valorilor
prognozate si a reziduurilor sub diferite forme, precum si salvarea altor statistici de
interes. Predicted Values — valorile prognozate prin model pentru fiecare caz:
Unstandardized, Standardized pentru valorile nestandardizate si standardizate,
Adjusted valoarea prognozata pentru un caz din ecuatia de regresie estimatd farda a
considera acel caz, S.E. of mean predictions abaterile standard ale wvalorilor
prognozate, utile pentru calcularea intervalelor de incredere ale acestor valori.

Linear, Regression: Save
Predicted Values
[ Unstandardized
¥ Standardized
[~ Adusted
™ S.E. of mean predictions
Distances
[~ Mahalanobiz
I Cook's
7 Leverage values
Prediction |nterval:
¥ Mean [ Individusl
Confidence Interval: ’ﬁ %

Save to Mew File
[ Coefficient statistics:

E=port model information to =bL file

Residuals

¥ Unstandardized

[ Standardized

v Studentized

[ Deleted

[ Studentized deleted

Influence Statistics

[ DfBetals)

[™ Standardized DB etals)
I~ DiFit

[ Standardized DFit

[ Covariance ratio

v Include the covariance matrix

Browse

3

Cancel
Help

Residuals

reziduurile

estimarii

Distances — distantele cazurilor de
la punctul mediu, pentru identificarea
valorilor aberante: Mahalanobis  este
distanta explicatd in capitolul privind
clasificarea, Cook's este masura a cat de
mult se modificda reziduurile dacd se
elimind cazul respectiv din estimarea
modelului (o valoare mare arata o influenta
considerabila a cazului 1n estimarea
coeficientilor), Leverage values masoara
influenta cazurilor in estimare.

Prediction Intervals sunt intervalele
de incredere pentru valorile estimate, la
nivelul de incredere precizat in Confidence
Interval. Sunt generate doua variabile.
in diferite forme: standardizate,

nestandardizate, studentizate (reziduul este Impdrtit la estimatia abaterii sale standard,

proprie fiecarui caz). Deleted, Studentized deleted se
referd la reziduurile obtinute din modelul la estimarea

caruia cazul respectiv a fost exclus.

Influence Statistics
coeficienti (inclusiv cei standardizati), DfBeta(s) si
Standardized DfBeta, si n valorile prognozate, DfFit
si Standardized DfFit, rezultate dupd excluderea
cazului din estimare.

¥ Include constant in equation
Miszing Walues
* Exclude cases listwise
" Exclude cases paimwise

Linear, Regression: Options E]
Stepping Method Ciiteria
@+ se probability of F Cancel
: = ~ Entry: .05 Remowal: [.10
sunt modificarile in | " " Help

In sfarsit, prin butonul Options se deschide
dialogul sinonim in care se pot fixa parametri ai

" Replace with mean

estimdrii: pragurile de intrare si excludere la metodele pas cu pas precum si modul de
tratare a valorilor lipsa dintr-o variabila implicata.

C. Lucrarea practica

1. Legea lui Ohm, I

V/R,

afirmd ca intensitatea curentului, I, este

proportionald cu tensiunea, V, si invers proportionald cu rezistenta, R.
Elevii dintr-un laborator de fizica efectueaza experimente bazate pe legea
lui Ohm: variaza tensiunea, masoara intensitatea curentului si determina in
final rezistenta firului. Se obtin rezultatele:

V10,50

1,00

1,50 | 1,80 | 2,00

I [0,52

1,19

1,62 12,00 | 2,40

Deoarece legea lui Ohm poate fi rescrisd sub forma unei regresii liniare,

I =

o+BV, unde o= 0 si P=1/R, sd se estimeze, pe baza datelor

experimentale, coeficientii a si f3.



— Sa se obtina intervalul de incredere, la pragul de semnificatie de 5%, pentru
coeficientul B. Sa se deducd intervalul de incredere pentru rezistenta
firului.

— Sé se verifice ipoteza o = 0.

2. O familie inregistreaza consumul de gaz necesar incdlzirii locuintei.
Consumul (in mc) este raportat in tabelul urmator, impreund cu diferenta
medie de temperatura fatd de cea externa (in grade Fahrenheit).

Luna oct |nov |dec |ian |feb |mar |apr | mai |iun
temperatura | 15.6 | 26.8 | 37.8 | 36.4 | 355 | 186 [ 153 | 79 0
Gaz 520 610 | 870 | 850 | 880 | 490 | 450 ] 250 | 110

— Sa se studieze forma relatiei dintre cei doi indicatori. Exista asociere intre
cei doi indicatori?

— Sa se estimeze dreapta de regresie care modeleaza relatia dintre cei doi
parametri.

— In timpul verii, proprietarul locuintei imbunatiteste izolatia termici a casei
sale. Drept care in luna februarie urmatoare, la o diferentd medie de 40, se
consuma 895 mc de gaz. Se poate spune ca lucrarea efectuatd reduce
consumul de gaz?

3. Datele necesare acestul exercitiu sunt la adresa web
www.infoiasi.ro/~val/statistica/boston.sav si sunt doar o oglindire a unor
date din surse internationale. Analiza datelor doreste sa prognozeze pretul
de vénzare a unei case din regiunea Boston in functie de caracteristici
diverse ale locuintei si ale localizarii ei. Prelucrarea se va efectua, de
preferinta, in SPSS
Variabilele sunt in ordine: CRIM — rata criminalitatii, ZN — proportia
teritoriului zonat in loturi de peste 25,000 sq.ft., INDUS proportia
teriroriala a zonei industriale, CHAS — indicator de invecinare cu raul din
zona (= 1 da, 0 nu), NOX — concentratia de oxizi nitrici, RM — numarul
mediu de camere, AGE — proportia de locuinte construite nainte de 1940
si ocupate de proprietar, DIS — distanta ponderatd la cinci centre din
Boston, RAD — indicele de accesibilitate la reteaua de autostrazi, TAX —
rata de impozit (procent la 10000$), PTRATIO — raportul copii-profesori
in zoni, B — 1000(Bk—0.63)* unde Bk este procentajul populatiei de
culoare 1n zond, LSTAT — procentajul populatiei sarace, MEDV — valoarea
medie a caselor (in mii de dolari).

Se se efectueze urmatoarele operatii:

— Completati in SPSS denumirile de variabile si informatiile necesare.

— Verificati conditiile necesare aplicarii analizei regresionale.

— Estimati ecuatia de regresie prin diferite metode. Analizati daca obtineti un
raspuns care pare consistent, independent de metoda.

— Validati si interpretati rezultatele regresiei.




